Eigenwerte

Sei A € C"™" Ein A € C ist Eigenwert von A, wenn
v e C"\ {0}: Av = Av.

Satz von Gerschgorin
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Die Vereinigung der Kreisscheiben /C; enthilt alle
Eigenwerte von A € C"™": ¢(A) c UL, K;

Ist My = U;‘zl IC,']. disjunkt von der Vereinigung
M, der tibrigen Kreise, so enthédlt M; genau k und
M genau n — k Eigenwerte gezahlt entsprechend
der algebraischen Vielfachheit.

Storung des Eigenwertproblems

Sei A diagonalisierbar mit A= TDT~!, AA € C"™"
beliebig: YA(A + AA) € (A + AA) JNA) € 6(A) :
IM(A +AA) = A(A)| < 1, (T)IAA]l, mit 1 < p < oo,

Entsprechend lautet die Kondition der Bestim-
mung von Eigenwerten A = 0 bzgl. der p-Norm:

A
Kp(A) < wk

Mogliche Eigenwertléser

Das Eigenwertproblem ist dquivalent zur Bestim-
mung der Nullstellen des char. Polynom:s.

Nach dem Satz von Abel existiert fiir Polynome
von Grad > 5 bzw. Matrizen von Dimension > 5x5
kein exakt arbeitender Eigenwertl6ser welcher in
endlicher Zeit die Eigenwerte bestimmt.

d.h. alle Eigenwertloser sind iterativ.

Potenzmethode

In A% dominiert der betragsgrofite Eigenwert und
diese Dominanz nimmt mit k zu. Somit ist an AXv
der betragsgrofite Eigenwert ablesbar.

Fiir k = 1,2,... und Startvektor x0 € C":

k k k Zk
2K = Axkl) XK=

[
Der approx. betragsgrofite Eigenwert ergibt sich:
A= (Axk, xk)z
Potenzmethode konvergiert nicht zwingend ge-

gen einen EV des betragsgrofSten EW sondern hat
Haufungspunkte welche EV zu diesem EW sind.

Inverse Potenzmethode

Die Konvergenzgeschwindigkeit der Potenzme-

thode hingt von I’\/{’Il

|, also dem Quotienten des

ersten nicht betragsmaximalen Eigenwerts und
des betragsmaximalen Eigenwertes ab.

Langsame Konvergenz liegt bei |’\/{—;1| ~ 1 vor.

Sei X Schitzwert fiir A; € o(A) dh. |1 - 1] <
A - /\j|, j # i. Die inverse Potenzmethode:

2k

lIz¥1l2

Zur Losung des linearen Systems wird die LR-
Zerlegung von A — 11d,, bestimmt. Konvergenz:

(A- ildn)zk =xk-1, xk

lim (Axk,xKy, = A;
k—o0

Wird die Approximation A in jedem Iterations-
schritt durch die gefundene Approx. verbessert,
so approx. das Verfahren einen EV zum EW A;.

Hessenberg- / Tridiagonalgestalt

Eigenwertloser beginnen i.A. mit der Aquivalenz-
umformung von A € C"™" in obere Hessenberg-
bzw. Tridiagonalgestalt . Danach wird H in eine
obere Dreiecks- bzw. Diagonalmatrix dquivalent
umgeformt. Die Hauptdiagonale einer solchen
Matrix besteht dann aus den Eigenwerten von A.

QR-Algorithmus

Sei A = QR eine QR-Zerlegung von A € R™".
Eine QR-Transformation ist A — A" := RQ.

A’ ist orthogonaldhnlich zu A und o(A) = o(A").
Ist A eine obere Hessenberg- oder symmetrische
Tridiagonalmatrix, so hat A’ dieselbe Struktur.

Transformiere A in obere Hessenberg- bzw. sym-
metrische Tridiagonalgestalt. Setze dann Ag := A
und iteriere:

Ap =1 QrRy, Apy1 =Ry Qg flirk=0,1,2,....

QR-Identititen

Sei A € R™". Dann gelten fiir {Ag}x:
(@) Ags1 = Qf AxQx
(b) Ags1 =Qf, | AQrsy mit Qpeq = Qo+ Qk
(c) Al = QpyqRyyq mit Rppp = Rg-+Ro

Diese begriinden den Zusammenhang von QR-
Algorithmus und Potenzmethode.

QR mit Spektralverschiebung

Der urspriingliche QR-Algorithmus konvergiert
langsam. Dies ldsst sich mit Anwendung auf A =
A—pl, (Shift / Spektralverschiebung) verbessern.

Transformiere A in obere Hessenberg- bzw. sym-
metrische Tridiagonalgestalt. Setze dann Ay := A
und iteriere: Ax — pxl,;, = QkRi, Ags1 = ReQx +
il fiirk=0,1,2,....

Bewdhrte Shift-Strategie: py := (Ak)un

(A1 1)nn-11 < cl(A)n,n-11? (quadratische Konv.)

Bestimmung der Eigenvektoren

Auf die obere Hessenberg-Form Ay = PT AP lasst
sich die inverse Potenzmethode mit den berech-
neten Eigenwertndherungen als Schatzwert an-
wenden. Das auftretende LGS Ag — AI,, lisst sich
effizient mit n— 1 Givens-Rotationen 16sen.

Nichtlineare Gleichungssysteme
Die Berechnung von Nullstellen von nichtlinearer
F:D cR" — R" kann i.A. nur iterativ erfolgen.

Konvergenzordnung

Sei {xk}keINo C R" gegen & € R" konv. Folge.
Die Folge ist von Ordnung p > 1, wenn:
AC>0: 1 — gl < Cllk - &P fir k=0,1,...
Falls p = 1 sei zusitzlich C < 1.

p=1(C<1) lineare Konvergenz
p €(1,2) superlineare Konvergenz
p =2 quadratische Konvergenz

p =3 kubische Konvergenz

Lokale Konvergenz

Ein Iterationsverfahren xk+1 = CDk(xk) mit @ :
D c R" — R" ist lokal konvergent gegen & €
R", wenn: 3 Umgebung U ¢ D von & Vx0 € U :
{Xk}ke]NO konvergiert gegen &.

Ist U = D so konvergiert das Verfahren global.

Nullstellen einer Veridnderlichen
Sei f :[a,b] > R stetigmita<beRR.
Bisektionsverfahren

Sei f(a)f(b) < 0. Dann garantiert der Zwischen-
wertsatz die Existenz einer Nullstelle & € (a,b).

Intervallhalbierung approximiert eine Nullstelle.
_ brtag
T2
flxp)f(ag) <0~ agyq = ag, bgyq = xx
F(x)f(ax) > 0 ~> agiq := Xk, by = by

Das Bisektionsverfahren konvergiert mit Ab-
bruchbedingung |f (x)| < T fiir bel. T > 0 in end-
lich vielen Schritten. Falls f Holder-stetig mit
Ordnung «a € (0,1] ist, konvergiert das Verfahren
nach maximal [logz((b - a)(%)l/"‘)-‘ Schritten.

Sekantenverfahren

Zwei Approximationen x;_; und x; ergeben neue
Approximation xj,; als Nullstelle der Sekante

Sf(xxp5xk-1) = f (k) + 7’[("5}3:{:”) (x = xg).
Rekursion: Xp—Xp_1
Xpol 1= X — ——f(xx)

f(x) = fxk-1)
Sei f € C%(a,b), AE € (a,b): f/(&), (&) = 0.

Dann konvergiert das Sekantenverfahren lokal
superlinear mit Ordnung (\@+ 1)/2~1.618.

Newton-Verfahren

Xje—XJ— .
Ersetzen von 7 k=7 kL im Sekantenverfahren

(ke )=f (xk-1)

mit dem Kehrwert der Tangentensteigung ﬁ

ergibt das Newton-Verfahren:

f(xx)

xk+1 = Xk - f;(xk)
Xk41 ist Nullstelle der Tangente an f in xk.

Sei f € C%(a,b),A& € (a,b) : f’(£) # 0. Dann konv.
das Newton-Verfahren lokal mit Ordnung 2.

Banachscher Fixpunktsatz

Sei D ¢ R" abgeschlossen, @ : D — D Kontraktion
bzgl. || - || mit Kontraktionszahl g € [0, 1).

Dann hat © genau einen Fixpunkt x* € D. Die Fix-
punktiteration x¥*1 := ®(xk) mit x0 € D konv.

Es gilt die Fehlerabschatzung:

VO<I<k—1:[x*—xK|< f—qux’“ —

Fiir [ = 0 ergibt sich die a priori-Abschiatzung:

0
l

k
et =k < Tt —x
1-g

Fir [ = k-1 die a posteriori-Abschitzung:

I = k|| < T [Jxk — 51
I-¢q



Lokaler Konvergenzsatz
Sei @ : D ¢ R" — R” stetig differenzierbare Fkt.,
D offen, Ax* € D : f(x*) = x* und ||@’(x*)|| < 1.

Dann ex. abgeschlossene Umgebung U C D von
x* 5.d. @ in ihr Kontraktion und Selbstabbildung
®(U) c U ist sowie die Fixpunktiteration konv.

Newton-Verfahren in R”

Sei F : D ¢ R” — IR" eine nichtlineare Funktion.
Zu finden ist ein x* € D mit F(x*) = 0.

Sei ©(x) := x + G(x, F(x)) mit G(x, F(x)) =
wobei T : D Cc R" - GL,(RR).
Das Nullstellenproblem ein Fixpunktproblem:

T(x)F(x)

O(x*)=x" & F(x*)=0
Es ergibt sich das Newton-Verfahren fiir x° € D:
xktl = xk 4 sk p/(xkysk = —F(xK), k=0,1,2,...
sk ist der k-te Newton-Schritt oder Korrektur.

Fiir Konvergenzuntersuchungen formuliert:
xkt1 = @ (xK) mit O (x) = x - F/(x) 1 F(x)

Wohldefiniertheit des Newton-Verfahrens

Sei x* € D Losung des Nullstellenproblems, F :
D c R" — R" stetig diffbar. mit reguldrer F’(x*):

(a) 3 Umgebung U mit x* € U Vx° € U :
Newton-Verfahren ist wohldefiniert und
mindestens linear konvergent gegen x*

(b) Ist F/ : D — R™" Holder-stetig in U mit
Ordnung a € (0,1] dann:
llxk*1 = x*|| < CyllxF = x* |1+ mit Cy > 0
Verfahren konv. superlinear mit Ordnung
1+a fiir @ € (0,1) und quadratisch fiir a = 1

Konvergenziiberpriifung

Eine wichtige Invarianzeigenschaft des Newton-
Verfahrens ist, dass F(-) und G(-) = AF(-) fir A €
GL,(IR) dieselben Nullstellen haben, dass Verfah-
ren sich also auf F oder G anwenden lasst.

Der Monotonietest ||[F(xk+1)|| < 9||[F(x%)||, © € (0,1)
spiegelt dies nicht wieder.

Er ist nicht affin-invariant, im Gegensatz zum
Newton-Verfahren und dem Nullstellenproblem.

Der affin-invariante natiirliche Monotonietest:
I/ () Gl < SIE (R G

Praktisch wird das Newton-Verfahren bei Verlet-
zung des Tests mit 9 = % als divergent gestoppt.

Stoppstrategie

Ein x**1 wird als Approx1mat10n an x* aktzep-

tiert, wenn ||s*|| < 7 mit sF := F/(x k)_lF(xk) ist.
T > 0 ist die gewdéhlte Toleranz.

Satz von Kantorowitsch
Sei F:DcR" > R" Funkt10n mit Eigenschaften:
AB,y,n>0:pyn <3 Lund x%eDsd.

(i) F ist in x9 diffbar. mit ||F’(x%)7}]| < B und

IF/ (%)~ F(O) <
(ii) F’ ist Lipschitz-stetig mit y in abg. Kugel
B-(x%) € D mit Radius 7 > r_ := --Y1_2P71

By

Dann ex. eine eind. Nst. x* von F in B, (x0) und
das Newton-Verfahren mit x9 € D ist wohldef.
k
2pyn)’*
2%kpy
Zusitzlich ist x* die eind. Nst. in offener Kugel
Vi
By

Weiter gilt: [lxk — x*| < =

Bg(x%) mit R = min{7,r,} und r; :=

Inexakte Newton-Verfahren

Hier wird der Newton-Schritt s€ zu Beginn nur

grob approximiert und nur in der Ndhe der Null-
stelle prizise berechnet. Dies dient der Redukti-
on der Rechenzeit bei Beibehaltung der quadrati-
schen Konvergenz. Fiir x¥ € D,k =0,1,2,...:

k+1

X =X +S,||F(

ks BRI < gl lF ()|

Hierbei ist {rx}x C [0,1) die Toleranz.

Der inexakte Schritt wird aus F’(xk)sk = —F(xk)
bestimmt, s.d. das relative Residuum kleiner
gleich i ist. Dies ist tiber friihes Stoppen von ite-
rativen Losern wie GMRES zu erreichen.

Nichtlineare Ausgleichsprobleme

Sei F: D c R" — R™ mit n = m.

Finde die Losung einer Minimierungsaufgabe:
x* € D : g(x*) = minyep g(x) mit g(x) = |[F(x)[%

||-|| sei die Euklidische Norm || - ||5.

Gauf’-Newton-Verfahren

Ziel ist die Bestimmung von # Parametern x einer
Modellfunktion ¢ mit Hilfe von m Messungen.
Sei {(t;,b;): 1 <i <€) c R? xIRP Mefdatensatz mit
MeBpunkten t; € R? und MeBwerten b; € RP.

Modell @(t;;x) =
@(t1;x) = by

b; wird identifiziert mit:

F(x):= : eR", m={p
P(te;x)—be

Konkret geloBt wird das lokale Minima x* von g

mit Vg(x*) = 0 und Hg(x*) positiv definit.
Vg(x) = 2F(x) T F'(x)
G(x*): = %Vg(x*)T =F'(x*)TFx*)=0

Nullstelle wird mit Newton-Verfahren bestimmt.
G'(x)~ F'(x)T F'(x)

Fiir x in der Ndhe eines Minimums von g.
Das konkrete GaufS-Newton-Verfahren:

k+1 k k k

Xkl xk p sk sk = Py R(KY, k=0,1,2,...

Wobei F/(x)* = (F’(x)TF/(x)) 1 F’(x)T.
Konvergenz des Gauf3-Newton-Verfahrens
Sei F: D c R" —» R" stetig differenzierbar,
m > n und habe Loésung x* s.d. F/ Maximalrang
hat: F/(x*) ist injektiv. Weiter gelte fiir x € [0,1)
[[F’(x)TE(x*)|| < x|lx — x*|| lokal um x*. Dann:

(a) Das Gaufi-Newton-Verfahren konvergiert
lokal mindestens linear gegen x*

(b) Ist F’ Holder-stetig mit Ordnung « € (0,1]
in der Nahe von x* so gilt:
I =) < Cop ll =114+ el — o)
Falls F(x*) = 0 gilt, ist die Konvergenz su-
perlinear von Ordnung 1 + a. Sonst linear.

Numerische Integration

Numerische Auswertung des Riemann-Integrals:

= Lbf(t) dt

Die Integralabbildung I : C([a,b]) - R, f — I(f)
ist additive, positive Linearform.

Kondition der Quadraturaufgabe

Die Kondition der Aufgabe (I, f) beztiglich der

LE-Norm [Ifll s= [, If (1)ldt ist: () = 717}

Gute Konditionierung ist bei vorzeichenwechsel-
losen f gegeben, oszillierde f haben «x(f) > 1.

Quadraturformeln

Eine Quadraturformel 1(f) ist def. als:

=(b-a)) Nif(t)
i=0

Mit n+1 ansteigenden Knoten t; sowie Gewichten
A; s.d. Z?:O A =1.

Trapezsumme

EBEE:

Konstruktion von Quadraturformeln

Bl (f (1) + (1)

f werde durch Linearkombination einfach inte-
grierbarer Funktionen p; approximiert:

=) feip)
i=0

=Yoo f(ti)pi(t)

Newton-Cotes-Formeln

Wobei f(t)

f wird mit Polynomen, z.B. Lagrange-Polynomen
Ly ; aus Numerik 1 approximiert.

. b
L= [Pt

n 1 b
:(b—a);b_aL L

Die Gewichte A, ; hingen von der Knotenwahl ab.

(t)dtf(t;)

T,, ist exakt fiir Polynome bis Grad n. Zu n+1 ver-

schiedenen Knoten gibt es genau eine Quadratur-
formel die fiir alle Q € IT,, exakt ist.

Sind die Knoten dquidistant mit t; = a+ih, h =
%, heiflen die Quadraturformeln Newton-Cotes-
Formeln mit Gewichten:

L
L4t
1_t]
@ j=0,ji
n | Gewichte Fehler Regel
3
1 %,% % (1) Trapez
5 .
2 %, %,% %f(‘“(r) Simpson
5
314,331 3 &(r) | 3/8
7 3212 32 7 8h7 £(6 :




Romberg-Quadratur

Die Romberg-Quadratur wertet die Trapezsumme
bzgl. einer Folge von Gittern aus und extrapoliert
aus den Integralen eine bessere Approximation.

Konkret wird ein interpolierendes Polynom durch

Stitzwerte (h2,T(ho)), (h2,T(h1)),..., (2%, T(hy))
gelegt und an der Null ausgewertet:
P(T|h},...,h%,)(0) ~ I(f)

Da das interpolierende Polynom nur in 0 ausge-

wertet wird, bietet sich das Schema von Neville an.

Tio = P(TIh?) = T(h)

Tix:=P(ThZ  h? (.. h2)(0) 0<k<i<m

Tik-1~Tic1,k-1

h

n?

=lik-1t
-1

Verkleinerung des Gitters
Folgen zur Verkleinerung der Grundschrittweite:

hi_ . ;. .

hj= JTI = % mit nj = 2/ ist die Romberg-Folge.
h h h h ;

hl = j'hz = §’h3 = Z'h] = n—j, ] = 4,5,... mit

nj =2n;j_ fir j > 4 ist die Bulirsch-Folge.

Vorteil der Bulirsch-Folge ist, dass sie mit weitaus

weniger Auswertungen der Funktion auskommt.



