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Zusammenfassung

Dank moderner paralleler Hochleistungsrechner konnen immer mehr praktische
Stromungsprobleme mittels numerischer Simulationen gelost werden. Ein Ansatz
dazu ist die Lattice Boltzmann Methode, welche u. a. durch ihre gute Skalierbarkeit
auf eben diesen Parallelrechnern zunehmend an Bedeutung gewinnt.

Trotz anhaltendem Wachstum der verfiigharen Rechenleistung kénnen viele reale
Stromungsprobleme weiterhin nur unter Einschriankungen in akzeptabler Zeit und
Genauigkeit gelost werden. Ein Ansatz, diesem Konflikt zu begegnen, ist die lokale
Verfeinerung der LBM zugrunde liegenden Gitter.

OpenLB ist eine in C++ geschriebene freie Bibliothek zur Implementierung
von LBM basierenden Stromungssimulationen. Aktuell bietet OpenLLB noch keine
Unterstiitzung fiir Gitterverfeinerung.

Ziel dieser Arbeit ist es, aus der Behebung dieser Einschrankung heraus einen
Gitterverfeinerungsansatz theoretisch nachzuvollziehen und dessen Einsetzbarkeit
praktisch zu evaluieren. Zu diesen Zweck werden anhand einer zweidimensionalen
Lattice Boltzmann Methode verschiedene Ansétze zur Verfeinerung von Gittern
diskutiert. Darauf aufbauend wird ein konkretes Verfahren detailliert ausformuliert
und im Rahmen der Entwicklung eines generischen Gitterverfeinerungsframeworks
umgesetzt. Der iibergeordneten Fragestellung nach dem tatsdchlichen Nutzen und
moglichen Problemen von gitterverfeinerten Lattice Boltzmann Methoden wird
durch die Evaluation von Anwendungsbeispielen Rechnung getragen. In diesem
Kontext findet weiterhin eine Besprechung der formal begriindeten anwendungs-
bezogenen Auswahl von zu verfeinernden Gebieten statt.
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1 FEinfiihrung

1 Einfiihrung

1.1 Wieso Stromungen simulieren?

Das hoch technisierte Lebensumfeld des modernen Menschen ist ohne ein detailliertes
Verstandnis des Verhaltens der, durch ihn in wachsendem Mafe kontrollierten, Natur
undenkbar. Eine wichtige Komponente dieses Naturverstdndnisses ist das Wissen um
das Verhalten von Fliissigkeiten und Gasen, die sich als Stromungen bewegen. Ohne
dieses Verstandnis fiithre kein Automobil, floge kein Flugzeug und drehten sich weder ein
Windrad um seine Achse noch ein Satellit um unseren Planeten.

Experimente zur Bestimmung des Verhaltens von Stromungen — z. B. in Wind- und
Wasserkanélen — sind moglich, liefern naturnaheste Ergebnisse und stellen eine zentrale
Komponente der Entwicklung eben genannter Errungenschaften dar. Leider sind reale
Experimente im Allgemeinen nicht nur sehr aufwendig in Aufbau und Durchfiihrung,
sondern stofen auch insbesondere bei der Betrachtung mikroskopischer Probleme — etwa
im Bereich der Medizin, deren menschliches Subjekt zu einem grofsen Teil ebenfalls eine
Stromungsmaschine bildet — an Grenzen von Messmethoden und Ethik.

/// 4

Abbildung 1: Stromung in der komplexen Geometrie der menschlichen Nase \|

So trifft es sich, dass der Wunsch nach theoretischer Losung komplexer und nur schwer
analytisch zugénglicher Stromungsprobleme mit der Entwicklung von immer leistungs-
fahigeren Rechenmaschinen nicht nur einherging, sondern auch eine der Triebfedern in
deren initialen Entwicklung war. Moderne numerische Verfahren zur Simulation von
Stromungen versprechen eine zunehmende Reduzierung bendtigter realer Experimente
und sind heute géngiges Werkzeug in Forschung und Maschinenbau.
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1.2 Weshalb mit Lattice Boltzmann Methoden?

Waéhrend Finite Elemente Methoden die wohl verbreitetsten Zugéinge zur Losung der
stromungsbeschreibenden partiellen Differentialgleichungen und somit der numerischen
Stromungsmechanik bilden, erfreut sich auch die Herangehensweise der Lattice Boltz-
mann Methoden (LBM) in den letzten Jahrzehnten wachsender Nutzbarkeit und Ver-
breitung. Im Gegensatz zu anderen Loésungsmethoden werden hier die Navier-Stokes
Gleichungen nicht direkt numerisch gelost. Losungen ergeben sich vielmehr aus der Si-
mulation des Fluidverhaltens auf mesoskopischer Ebene — d. h. aus der Betrachtung
nicht aus Sicht der Kollision einzelner Fluidpartikel und nicht aus Sicht der analytischen
Stromungsbeschreibung, sondern aus Sicht der Wahrscheinlichkeit, dass sich Fluidatome
zu bestimmter Zeit an einem bestimmten Ort mit einer bestimmten mikroskopischen
Geschwindigkeit bewegen.

Ein Vorteil dieses, auf den Arbeiten von Ludwig Eduard Boltzmann im Bereich der
statistischen Physik aufbauenden, Ansatzes, ist seine Eignung fiir komplexe Geometrien
mit verschiedensten Randbedingungen [1]. Weiterhin gewinnt in den letzten Jahren auch
die sehr gute Parallelisierbarkeit von LBM in Hinblick auf einen technischen Fortschritt
an Anziehungskraft, nach welchem die Leistungsfahigkeit von Grofrechnern eher aus
deren Parallelitat als aus individueller Prozessorleistung erwéchst.

1.3 Warum Gitterverfeinerung?

Die einfachsten und zugleich am weitesten verbreiteten Umsetzungen von Simulationen
mit LBM basieren auf uniformen Gittern, in denen Zellen immer den gleichen Abstand
zu ihren Nachbarzellen haben.

Die Genauigkeit von Lattice Boltzmann (LB) basierenden Simulationen héngt mafs-
geblich von der Auflésung des verwendeten Gitters ab. Bei Aufierachtlassung weiterer
wichtiger Faktoren wie dem verwendeten Kollisionsterm und Randkonditionen kann im
Allgemeinen davon ausgegangen werden, dass eine feinere Auflosung des Gitters zu bes-
seren Ergebnissen fiihrt.

In praktischen Beispielen konnen innerhalb eines Modells grofe Unterschiede in der
Stromungskomplexitit existieren. So kann es grofse Gebiete eines Modells geben, die mit
einem vergleichsweise groben Gitter gut simuliert werden kénnen, wahrend in anderen
Gebieten — beispielsweise in komplexen Geometrien und an Rédndern mit turbulenten
Grenzschichten — ein vielfach feineres Gitter zur addquaten Behandlung benétigt wird.
In uniformen Gittern muss jedoch das gesamte Modell unabhéngig der lokalen Situation
mit der maximal bendtigten Auflésung abgebildet werden.

Da die Anzahl der benétigten Gitterpunkte sich mafgeblich auf den Speicherbedarf
und Rechenaufwand auswirkt, ist es wiinschenswert, diese zu minimieren. Ein Ansatz,
dies zu erreichen, ist die lokale Variation der Gitterauflésung.
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2 Grundlagen

In diesem Kapitel werden wir die, dem weiteren Verlauf dieser Arbeit zugrunde liegende,
Lattice Boltzmann Methode in 2D nachvollziehen |16, vgl. Kapitel 3].

2.1 Lattice Boltzmann Methode

Grundlage und Namensgeber von Simulationen mit Lattice Boltzmann Methoden ist die
Boltzmann Gleichung. Sie beschreibt das Verhalten von Gasen auf mesoskopischer Ebene
als Verteilungsfunktion der Masse von Partikeln in einer Raumregion mit gegebener
Geschwindigkeit.

Definition 2.1 (Die Boltzmann-Gleichung) Sei f(z,,t) die Verteilungsfunktion der
Partikelmasse zu Zeit ¢ in Ort z € R? mit Geschwindigkeit ¢ € R?, p die Dichte und
F € R? cine etwaige dufere Kraft. Die Boltzmann-Gleichung beschreibt die zeitliche
Verdnderung der Verteilungsfunktion anhand des totalen Differential Q(f):

dt d£ F
Q o, + 8 =19 O +—0¢:| [
(f) = (dtt o7 +dt§>f (t‘i‘f +p£)f

Hierbei handelt es sich um eine Advektionsgleichung wobei der Term 0, f + £ 0, f die
Stromung der Partikelverteilung mit Geschwindigkeit ¢ und %85 f einwirkende Krifte
darstellt. Der Term €(f) beschreibt, entsprechend als Kollisionsoperator bezeichnet, die
kollisionsbedingte lokale Neuverteilung von f.

Zentrale Anforderung an den Kollisionsoperator ist die Impuls- und Masseerhaltung.
Die im Folgenden betrachtete Lattice Boltzmann Methode verwendet die iibliche BGK
Approximation der Boltzmann-Gleichung ohne duftere Kraft von Bhatnagar, Gross und
Krook (siehe The Lattice Boltzmann Method: Principles and Practice |16, Kap. 3.5.3]).
Grundlegendes Element dieser Approximation ist der BGK Operator

_ feq
o) = - L

T

welcher die Partikelverteilung mit Rate 7 gegen eine Equilibriumsverteilung f¢¢ (vgl.
relaxiert. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit setzen wir dabei im Folgenden At = 1.

Wenden wir den BGK Operator auf die Boltzmann-Gleichung ohne dufsere Kréfte an,
erhalten wir die BGK Approximation:

Definition 2.2 (BGK-Boltzmann-Gleichung) Sei 7 € R> eine Relaxationszeit und f*4
die von der Maxwell—Boltzmann—\/erteilung gegebene Equilibriumsverteilung

(O +€- Vo) f == (f(l" §t) = [z, 6,1)).

Analog zur Boltzmann-Gleichung ist auch bei deren Approximation in der BGK-
Boltzmann-Gleichung der beschriebene Ort z € R? im Allgemeinen frei gewihlt. Da
unser Ziel jedoch gerade die Diskretisierung des Simulationsgebiets in einem Gitter ist,
wollen wir x einschranken:
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Definition 2.3 (Ortsdiskretisierung) Sei das Simulationsgebiet D C R? diskretisiert als
kartesisches Gitter mit Zellabstand Az € R,. Dann ist die Einbettung der kartesischen
Gitterdoméne L := Z? in D gegeben als:

d:L—>D,l— Ax-1.

Analog zur 0.B.d.A. erfolgten Wahl von At = 1 setzen wir auch hier Ax = 1, sodass
wir die Simulations- und Gitterdoméne — bei Inklusion stetiger Uberginge zwischen
Elementen aus L — identisch identifizieren kénnen. Der stetige Ubergang zwischen zwei
orthodonal benachbarten Gitterknoten erfolgt somit auf dem Einheitsintervall. Praktisch
kénnen wir also im Folgenden bei Annahme von = € L C D die explizite Ausfiihrung
der Gittereinbettung vernachléssigen.

Zu betonen ist an dieser Stelle die Wichtigkeit einer klaren Unterscheidung zwischen
Simulationsgebiet und dem durch dieses zu modellierenden physikalischen System fiir
die konkrete Interpretation des Simulationsergebnisses |16, Kap. 7].

Fiir die verbleibende Herleitung der LBM konnen wir diese Interpretation, d. h. die
Unterscheidung zwischen physikalischen und Lattice-Einheiten, jedoch aufser Acht las-
sen, da sich die modellierten physikalischen Einheiten aus der Wahl der Relaxationszeit
und der Skalierung der Lattice-Momente ergeben. Diese Wahl wird hier nicht weiter
eingeschréankt.

Wir bemerken nun, dass die BGK Approximation nicht nur fiir beliebige Orte, sondern
auch fiir beliebige Geschwindigkeiten ¢ € R? definiert ist. Da wir die LBM auf einem
Computer umsetzen wollen, miissen wir die Menge der betrachteten Geschwindigkeiten
auf eine endliche Menge diskretisieren.

Eine {ibliche Menge diskreter Geschwindigkeiten in 2D ist D2Q)9 wobei D2 die Anzahl
der Dimensionen und )9 die Anzahl der Geschwindigkeiten verschliisselt.

Definition 2.4 (D2Q9 Modell)

N 0 -1 -1 -1 0 1 1 1 0
{Sl}i:() - {(0 ’ 1/ o/'\=1/)'\=1)\=1/)\o/) \1/)"\1 :
Mithilfe einer solchen endlichen Menge diskreter Geschwindigkeiten léasst sich die BGK

Approximation beziiglich der Geschwindigkeit diskretisieren:

Definition 2.5 (BGK Geschwindigkeitsdiskretisierung) Seien &; Vektoren einer Menge
mikroskopischer Geschwindigkeiten wie z.B. D2Q9 und f;(z,t) := f(x,&;,t). Dann ist

O+ & V)il 6) = —— (il t) — £29(e, 1)

die Diskretisierung der BGK Approximation entlang der Geschwindigkeiten in diskreten
Gitterknoten x € L. Die Geschwindigkeiten miissen hier dank der Wahl von Az = 1
nicht weiter skaliert werden.

Hierbei ist die diskrete Equilibriumsverteilung f; wie folgt definiert:
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Abbildung 2: Umgebung einer Zelle in D2Q9

Definition 2.6 (Diskrete Equilibriumsverteilung) Seien p € R>q die Dichte, u € R? die
Gesamtgeschwindigkeit (siehe Def. 2.7)), &; die i-te diskrete Geschwindigkeitskomponente
(siche Def. , w; das Gewicht jener Komponente bzgl. des Lattice und ¢, die
Lattice-Schallgeschwindigkeit. Dann ist die diskrete Equilibriumsverteilung gegeben als:

& AV _
fieq:wip(l‘f'u €z+(u Sz) _u u)

2 4 2
cs 2c; 2cs

Die Werte von u = u(z,t) und p = p(z,t) in Ort x zu Zeit t ergeben sich dabei aus
den Momenten der Verteilungsfunktion f;:

Definition 2.7 (Momente der Verteilungsfunktion)

q—1

p(([),t) = Zf1<x7t)

=0

pu(z,t) = Z §ifi(w, ).
i=0

Fiir D2QQ9 ergeben sich nach [16, Gl. 3.60 bzw. Tabelle 3.3] die Gewichte:

4 1 1

S == = — 2.1
Wo 9’ W2,4,6,8 9’ W1,3,5,7 36 (2.1)

Weiter folgt zusammen mit der Bedingung S>% w;(&;)a(&)s = 204 aus |16, GL. 3.60]
die Schallgeschwindigkeit ¢, = /1/3 des Lattice. Konditionen zur Bestimmung dieser
gitterspezifischen Konstanten sind hierbei die Erhaltung von Impuls und Masse sowie
die Forderung von Rotationsisotropie.

Zur Entwicklung einer implementierbaren expliziten BGK Gleichung kénnen wir nun
die Geschwindigkeitsdiskretisierung [2.5] integrieren:

1
file +&,t+ 1) — fi(z,t) :/0 Qi(x 4+ &s,t + s)ds
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Wobei €;(x,t) hier die diskrete Formulierung des BGK Kollisionsoperators darstellt:

1 e
Da sich die exakte Losung des Integrals auf der rechten Seite schwierig gestaltet, wird

es in der Praxis nur approximiert. Wéahrend es dazu vielfaltige Ansétze gibt, beschranken
wir uns an dieser Stelle auf Anwendung der Trapezregel [3, Kap. 6]:

Filatét+1) — fi(z,t) = % () + (z+E 1))

= —% (filz+&,t+1) + fi(z,t) — [ x+&, t+1) — f7Yx, 1))

Zur expliziten Losung dieser impliziten Gleichung bendtigen wir nun nur noch eine
geeignete Verschiebung von f; und 7:

Definition 2.8 (Diskrete LBM BGK Gleichung) Seien f; und 7 definiert:

Ji=[fi+

\1|"

(fi = fi%)

T =74+

[\.'J'I>—t[\D

Setzen wir diese verschobenen Variablen in das Ergebnis der Trapezregel ein, erhalten
[16, Kap. A.5 mit At = 1] wir die die vollsténdig diskretisierte LBM BGK Gleichung:

Filw &t 1) = Flet) = (e 1) = f°(2,1)

Bemerkenswert ist an dieser Stelle, dass die Momente der Verteilungen mit f; analog
zu Definition 2.7] berechnet werden konnen:

q—1 q—1 q—1

NOIED SRS S SR
q—1 ZZO_ qjl:O 1 «Z;(i
DT =Y Gl Y- [ = pu
i=0 i=0 i=0
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2.1.1 Algorithmus

Bei der Implementierung der diskreten LBM BGK Gleichung [2.§ auf einem Computer
ist die Aufteilung in Kollisions- und Stromungsschritt iiblich.

Definition 2.9 (Kollisionsschritt) Anndherung der Verteilungsfunktion an die lokal be-
rechnete Equilibriumsverteilung entsprechend dem BGK Kollisionsoperator.

2w, t) = filest) =~ ) — f2°(2,1)

Definition 2.10 (Stromungsschritt) Strémen der neuen Verteilungen auf die benach-
barten Zellen entsprechend der jeweiligen diskreten Geschwindigkeit.

fz(l’ + &,t + 1) = fiout(l’,t)

Bemerkenswert ist hierbei, dass der Kollisionsschritt nur lokale Informationen der
jeweiligen Zelle benotigt und sich somit sehr gut zur parallelen Verarbeitung eignet.

AN 1 /

O O O O O O

5 AN ‘ / 5 Stromungsschritt . o P o
/N t—t+1

O O O O O O

e v N

Abbildung 3: Stromung der im Kollisionsschritt relaxierten Verteilungen

2.1.2 Chapman-Enskog Analyse

Ziel der beschriebenen Lattice Boltzmann Methode ist die moglichst gute Approximation
der inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen auf dem Simulationsgebiet.

Definition 2.11 (Inkompressible Navier-Stokes Gleichungen) Sei p die konstante Dich-
te, p der Druck und u die Geschwindigkeit zu Zeit ¢ sowie v die kinematische Viskositét
und S der Verzerrungstensor. Die inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen sind dann:

Op+V-(pu)=0
1
Ou+ (u-V)u= —;Vp + 20V - (S).

Dabei sind Druck p, kinetische Viskositdat v und Verzerrungstensor S definiert als:

p=cp
v =cir
1
S = §(Vu +(Vu)"). (2.2)
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Nach [16, Kap. 4.1] kann die asymptotische Aquivalenz von LBM BGK Gleichung und
inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen mit der Entwicklung von Chapman-Enskog
gezeigt werden.

Definition 2.12 (Chapman-Enskog Ansatz) Der Chapman-Enskog Ansatz besteht in
der Annahme, dass die Verteilungsfunktion f; als leicht gestorte Equilibriumsverteilung
dargestellt werden kann:

fi=Ji+efV 4+ 0(@).
Hierbei ist € fi(l) mit € < 1 der Storterm 1. Ordnung. Dieser ist gegeben als:

ef® =Yg, no. (2.3)

' 2ct

Wobei der Geschwindigkeitstensor Q; und das Stérmoment 11V nach [16, Kap. 4.1.3]
definiert sind als:

Q= && — 2l (2:4)
qg—1

nO =3 ggefV = —22p7s. (2.5)
=0

Definition 2.13 (Nicht-Equilibriumsverteilung) Die Relaxion der Verteilungsfunktion
fi gegen die Equilibriumsverteilung f;* impliziert eine Dekomposition in Equilibriums-
und Nicht-Equilibriumsverteilung:

foe= I

Unter Vernachlissigung von Stoértermen der Ordnung O(€?) ergibt sich eine Néherung
der Nicht-Equilibriumsverteilung:

freo e efl

Diese Darstellung kénnen wir unter Verwendung von Definition ausfiihren als:
W; PT

frooe =S8 (2.6)

S
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2.2 Herangehensweisen an Gitterverfeinerung

Grundsétzlich existieren mit der Multi-Grid und Multi-Domain Herangehenweise zwei
verschiedene Ansitze fiir Gitterverfeinerung in LBM |17, Kap. 3.1]. Im Wesentlichen
unterscheiden die Ansétze sich in den Ausmafen der variabel aufgelosten Teilgitter des
Simulationsgebiets. Weitere Unterschiede folgen dann aus dieser grundlegenden Struktur.

2.2.1 Multi-Grid Ansatz

Bei Verfahren des Multi-Grid Ansatzes [19] [22] existiert das grobste Gitter tiber der ge-
samten Doméne. Feinere Teilgitter werden iiber groberen Gittern platziert und nicht aus
deren Verarbeitung ausgeschlossen. Somit existieren iiber der gesamten Fldiche feinerer
Gitter auch die Knoten groberer Gitter.

(ONONORONONONONG) [ONCHONONONONONG)
(ONONORONONONONG) [ONCHONONONONONG)
00000000 O O 0 P00 =@
OCNCHONONONONONG) XXX X X X X X X O O O ®*x®x®*x®*x®
00000000 T HEEE T coodidieieis
(ONONORONONONONG) XXX X XX X X X O O O x®x®@x®x®
(ONONORONONONONG) [ONCHONONONONONG)
[ONONONONONONONG) [CNOCNONONONONONGC)

Abbildung 4: Teilgitter in der Multi-Grid Herangehensweise

Vorteil dieser Herangehensweise ist es, dass feinere Teilgitter im Simulationsverlauf
ohne aufwendige Restrukturierung verschoben werden koénnen, um beispielsweise kom-
plexere Stromungsstrukturen zu werfolgen. Nachteil ist, dass das Einsparpotentiale in
Speicher- und Rechenbedarf wegen mehrfacher Abdeckung von Teilen des Simulations-
gebiets durch tiberlagerte Gitter nicht voll ausgenutzt werden kénnen.

2.2.2 Multi-Domain Ansatz

Kern von Multi-Domain Ansétzen [5] [7] [8] [9] [10] |17, ausfiihrlich diskutiert in Kap.
[20] [21] ist es, aukerhalb von etwaigen verfahrensbedingten Ubergangsbereichen, jede
Position des Simulationsgebiets durch genau ein Teilgitter abzubilden. Konkret werden
also bereits durch feinere Gitter abgedeckte Bereiche aus groberen Teilgittern ausgespart.

(ONONORONONONONC) (ONONONONONONONG)
[CNONONONONONONG) [OCNCNONCNONONONG)
00000000 XXX XXX XXX OO0 O @@
OO OO0 XX X X XXX XX O O 0O ®xxxxxxxx
00600 + oo /™ Sooenin
00000000 O O O OO @*O®
(ONONONONONONONC OO0 O0OO0OO0OOO0O0
(ONONONONONONONG OO0 O0OO0OOOO0O0

Abbildung 5: Teiligitter in der Multi-Domain Herangehensweise
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Vorteil gegeniiber des Multi-Grid Ansatzes ist hier der weiter reduzierte Speicherbedarf
sowie erwartete Einsparungen in der benotigten Rechenzeit. Erkauft werden diese Vor-
teile durch aufwendigere Kopplung [17, Kap. 3.1] der verschiedenen Teilgitter in den
Ubergangsbereichen.

2.2.3 Koinzidierende und versetzte Gitter

Neben der Unterscheidung zwischen Multi-Grid und Multi-Domain Ansétzen kann auch
die Positionierung des groben im Bezug auf das feine Gitter variieren. Gitterkonstella-
tionen, in denen grobe Knoten soweit moglich mit feinen Knoten iibereinstimmen — wie
auch in den beiden vorherigen Abbildung zu sehen — werden als koinzidierend bezeichnet:
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Abbildung 6: Koinzidierende Gitter

Lésen wir uns von dieser Einschréankung und positionieren das feine Gitter abseits der
groben Gitterknoten, sprechen wir {iber zueinander versetzte — im angelsidchsischen
Sprachraum als staggered beschriebene — Gitter:
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C
AV
19)

J
Y
J
Y
J
0O
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Y
J
Y
J
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U
0O
J
0O
J
0O

OO 10O OO0 0O
AV RV AV A v \V
OO 0O O 0O
U Ty Ul Uy

(\ OO OO
JITUUTTVUTTU
(\ OO OO
JITUUTTVUTTU
(\ OO OO
JITUUTTVUTTU
(\ OO OO
JITUUTTVUTTU
(\ OO OO
JITUUTTVUTTU
(\ OO OO
JITUUTTVUTTU

6]

€]

Abbildung 7: Zueinander versetzte Gitter ohne iiberlappende Knoten
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3 Verfeinerungsmethode nach Lagrava et al.

Wie in Kapitel noch néher begriindet werden wird, bieten sich der Multi-Domain An-
satz als Grundlage fiir Gitterverfeinerung in OpenLLB an. Passend zu dieser Wahl sowie
der, im Rahmen dieser Arbeit getroffenen, Einschrinkung auf zweidimensionale LBM
mit BGK-Kollisionsoperator haben Lagrava et al. 2012 in Advances in Multi-domain
Lattice Boltzmann Grid Refinement |17] ein solches Verfeinerungsverfahren entwickelt.
Die Struktur dieses Verfahrens, mit potenziell austauschbaren Restriktions- und Inter-
polationsoperatoren im zentralen Kopplungsschritt, erscheint dabei sogleich auch als
Fundament eines Multi-Domain Gitterverfeinerungsframeworks in OpenLB.

3.1 Ubersicht

Das Verfahren basiert auf dem Multi-Domain Ansatz |17, Kap. 3.1] mit koinzidierenden
Gittern. Es werden also die feiner aufgelosten Teilbereiche des Simulationsgebiets so aus
dem grober aufgelosten Gitter ausgeschlossen, dass sie sich nur in Ubergangsbereichen
iiberlappen.

(CNONONORONONONGC) (ONONONORORONONG)
00000000 XX XX X X X X © 0 9190 0®
©000000O0 XXX XXX XXX XX © 0 Q@ 9:@:9:®
OO OO0 XXX XXX XXX XX O O ®x®xxxxxxxx
coco i — iy
00000000 XX XX X X X X © 0 9190 0®
CHONONONONONONG! XXX XXX XXX XX O O ®xPxPx@x®x®
(CHONONORONONONG) (ONONONORORONONG)

Abbildung 8: Multi-Domain Herangehensweise mit Ubergangsbereich |17, vgl. Abb. 3]

In diesen Ubergangsbereichen, welche eine Breite von mindestens einer groben Gitter-
weite haben miissen, liegt die Hauptarbeit des Verfeinerungsverfahrens.

Wéhrend der Ubergang vom feinen zum groben Gitter sich im Wesentlichen auf eine
skalierte und gefilterte Restriktion der Verteilungen beschriinkt, gestaltet sich der Uber-
gang vom groben zum feinen Gitter aufwendiger, da feine Knoten, fiir deren Position
kein grober Knoten existiert, aus den iibrigen Daten interpoliert werden miissen.

Entsprechend liegt der Fokus des von Lagrava et al. entwickelten Algorithmus auf
der Auswahl des Interpolationsverfahrens sowie der Skalierung der physikalischen Werte
zwischen den unterschiedlich aufgelosten Verteilungen. Um diese Kopplung der verschie-
denen Gitterauflosungen theoretisch erfassen zu kdnnen, miissen wir zunédchst die Gitter
selbst konkreter definieren.
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3 Verfeinerungsmethode nach Lagrava et al.

3.2 Gitterdiskretisierung

Definition 3.1 (Grobe und feine Simulationsgebiete) Sei D C R? das physikalische
Simulationsgebiet unabhingig der verwendeten Gitterauflosung. Diese Teilmenge von
R? sei dabei bereits in Hinblick auf die angestrebte kartesische Diskretisierung gewihlt,
d. h. als Vereinigung zusammenhéngender Rechtecke.

Den durch ein grobes Gitter abzubildenden Teilbereich bezeichnen wir mit D, C D.
Weiter ist Dy C D mit Dy N D, # () der zu verfeinernde Teilbereich. O.B.d.A. nehmen
wir an, dass D,UDy = D gilt, das Simulationsgebiet also in genau zwei Auflésungsstufen
aufgeteilt wird.

Feine Doméne Dy

Ubergangsbereich D,N Dy

Grobe Doméne D,

Gitter G und F

Abbildung 9: Schematische Darstellung der Simulationsgebiete der Gitter

Die Annahme von zwei Verfeinerungsstufen ist berechtigt, da mehrfach verfeinerte
Gitter sich durch erneute — rekursive — Anwendung von Definition mit D := D ¥
modellieren lassen. Auch Verfeinerung eines groben Gitters in mehreren disjunkten Be-
reichen kann unter dieser Annahme betrachtet werden, da fiir die Koppelung zwischen
Gittern nur Knoten in Dy relevant sind.

Definition 3.2 (Diskretisierung der Simulationsgebiete) Wir betrachten kartesische Git-
ter G und F als Diskretisierungen der Simulationsgebiete Dy bzw. Dy. Diese seien so
gewihlt, dass sie gerade die konvexen Hiillen ihrer koinzidierenden Diskretisierungsgitter
beschreiben
GCD,N{reR}I €Z®: 2= dx,-i} Groberes Gitter
FCDin{xeR*Fi € Z®: x = dxy - i} Feineres Gitter

dx, = 0xy/2 € R, seien die Diskretisierungsauflésungen im Verhéltnis 1 : 2.

12



3 Verfeinerungsmethode nach Lagrava et al.

Zur Entwicklung der Gitterkopplung fordern wir, dass sich G und F um mindestens
eine grobe Gitterweite dz, iiberlappen — vgl. Abbildungen [§ und [11} Die Seitenldngen
der konvexen Hiillen D, und Dy sind ganzzahlige Vielfache von dz, und déz;. Formal
sei dabei das Innere der groben Doméane D, ohne den Ubergangsbereich der Breite 0z
gegeben als:

DS = {x € Dy|Vy € R*\ Dy : ||z —y| > dz,}

Vergleiche hierzu den unschraffierten Bereich der Darstellung von D, in Abbildung [9}
Unter der Annahme, dass D, das feine Simulationsgebiet D; komplett umschlieft, also
der komplette Rand des feinen Gitters mit dem groben gekoppelt werden soll, fordern
wir dann fiir den Rand des feinen Gitters:

oD, C 0D (3.1)

Diese Einschrankung garantiert, dass die duflersten Gitterknoten des feinen Gitters sich
soweit moglich mit groben Gitterknoten schneiden und nicht etwa zwischen zwei groben
Gitterreihen liegen.

Randknoten in 0Dy fiir 0Dy ¢ 0D,

X
®
X
X
X
X
X

O O O

Abbildung 10: Mit Forderung || ausgeschlossener Ubergangsbereich [17, vgl. Abb. 9]

x ¥ x x x x X

Wir konnen die Gitterknoten der Ubergangsbereiche nun detailliert klassifizieren:

Definition 3.3 (Gitterknoten der Ubergangsbereiche)

U =GNF Grobe Knoten im Ubergangsbereich

U =FN(DyND,) Feine Knoten im Ubergangsbereich
Uyss := 0Dy NUs Knoten mit Ubertragung von grob nach fein
Us_g := 0Dy NU, Knoten mit Ubertragung von fein nach grob

Die Ubertragungsrichtungen in Uy—s und Uy_,, ergeben sich aus den jeweils fehlenden
Verteilungsfunktionen an den Réndern der Gitter. So fehlen beispielsweise zur Kollision
der groben Gitterknoten in Uy_,, Verteilungsfunktionen in Richtung des feinen Gitters,
wahrend die feinen Zellen in dieser Menge noch vollstandig definiert sind, da sie im
Inneren des feinen Gitters liegen.

13



3 Verfeinerungsmethode nach Lagrava et al.

Ubertragung von grob nach fein, Uy s

lUbertragung von fein nach grob, U;_,,

®

X X X X X X

X

X X X X X X

X X X X X X

X

X X X X X X

O
O
O

® x ® x®

o O O

®

X X X X X X

Ubergangsbereich

Abbildung 11: Skizze des Ubergangsbereich |17, vgl. Abb. 4]

Mit diesem Argument lisst sich auch die Notwendigkeit eines Ubergangsbereiches
U, UUs der Mindestbreite 0z, erkldren: Gabe es diesen nicht, so fehlten an der Grenze
zwischen grobem und feinem Gitter Verteilungsfunktionen in beide Richtungen zugleich.

Anders als noch in Definition betrachten wir die Gitter jetzt also nicht mehr
unabhéngig des darzustellenden physikalischen Modells, sondern unterscheiden anhand
der physikalischen Auflésung dx. Wéhrend, im Kontext der LBM an sich, weiterhin fiir
beide Gitter Az = 1 gesetzt wird, fithrt die Relation von dz, und dz; im kommenden
Kapitel u.a. zu einer Relation zwischen grober und feiner Relaxationszeit.

Eine stringente Behandlung von Gitterkopplung in diesem Modell benétigt Abbildun-
gen der physikalisch eingebetteten Knoten aus G und F in die zugehorigen implemen-
tierenden Gitter mit uniformer Auflésung Ax = 1. Diese stellen gerade die Definitions-
mengen der groben bzw. feinen Verteilungsfunktionen dar.

Definition 3.4 (Abbildung auf implementierende Gitter) Sei # € {f, g} Symbol des
feinen oder groben Gitters. Dann kénnen wir 0.B.d.A. einen beliebigen physikalischen

Knoten xroﬂ;f mit dem Knoten z)™ = 0 € L identifizieren. Eine Bijektion zwischen
physikalischen und implementierenden Gittern ist damit schon eindeutig definiert:
; 1
xlmpl xphys — xphys o xphys
( ) (SSC# ( 0,# )

phys/_imply .__ _.phys . .impl
ol () =g )+ 0y

Diese Abbildung der physikalisch eingebetteten Gitterknoten in die Definitionsmenge
der Verteilungsfunktionen nehmen wir dabei zur Vereinfachung der Notation implizit
an, wann immer die Verteilung in Elementen aus G oder F betrachtet wird.

Da die Einbettungen von Knoten verschiedener Auflésungen in deren Ubergangsbe-
reichen nicht disjunkt sind, bendtigen wir im Weiteren gitterspezifische Bezeichnungen
fiir die Verteilungen und deren Momente:
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3 Verfeinerungsmethode nach Lagrava et al.

Definition 3.5 (Gitterspezifische Verteilungsfunktionen und Momente) Sei # € {f, g}
wieder Symbol des feinen oder groben Gitters. Wir bezeichnen dann mit f ; die i-te Ver-
teilungsfunktion des entspechenden Gitters. Analog formulieren sich mit Definition
die Momente fiir z € G respektive z € F:

pale) =3 fasla)
) = —— S e
T () = S

Zusammenfassend wird die Aufgabe der im kommenden Kapitel zu erarbeitenden
Skalierungs-, Restriktions- und Interpolationsschritte also nur darin bestehen, die jeweils
fehlenden Verteilungsfunktionen méglichst gut zu rekonstruieren.
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3 Verfeinerungsmethode nach Lagrava et al.

3.3 Komponenten der Gitterkopplung
3.3.1 Skalierung

Wiéhrend die Skalierung rédumlicher Grofen durch die Festlegung des Verfahrens auf
Ubergéinge im Verhiltnis 1 : 2 definiert ist, eroffnen sich fiir die zeitliche Skalierung
zwei Moglichkeiten: Konvektive oder diffusive Skalierung [16, Kap. 7.2.2.1|. Unterschied
der beiden Ansitze ist dabei das jeweilige Verhéltnis zwischen rdumlicher und zeitlicher
Auflésung.

Definition 3.6 (Konvektive Skalierung) Sei ¢ > 0 die zeitliche und 0z > 0 die rdumliche
Diskretisierung. Dann gilt bei konvektiver Skalierung das Verhéltnis:

0t ~ ox
Es besteht also eine lineare Proportionalitét.

Definition 3.7 (Diffusive Skalierung) Sei 6t > 0 die zeitliche und dx > 0 die rdumliche
Diskretisierung. Dann gilt bei diffusiver Skalierung das Verhéltnis:

ot ~ ox?

Es besteht hier also eine quadratische Proportionalitdt. Im Vergleich zu einer konvektiven
Skalierung ist die zeitliche Auflésung somit um eine Ordnung feiner.

Es ist klar zu erkennen, dass diffusive Skalierung einen deutlich groferen numerischen
Aufwand gegeniiber der konvektiven Skalierung nach sich zieht. Vorteil der bei diffusiver
Skalierung erhohten Schrittanzahl pro Zeiteinheit sind kleinere Fehler. Dariiber hinaus
ist nach |16, S. 276] die asymptotische Konvergenz gegen die inkompressiblen Navier-
Stokes Gleichungen nur bei diffusiver Skalierung gegeben.

Fiir die Autoren des hier erorterten Gitterverfeinerungsverfahrens iiberwog dabei das
Argument der numerischen Effizienz, weshalb auch wir hier nun die konvektive Skalierung
betrachten wollen. Die Austauschbarkeit des Skalierungsverfahrens sollte jedoch bei der
Implementierung in OpenL.B beachtet werden, da dieser Aspekt eine weitere prinzipiell
flexible Komponente des Verfahrens darstellt.

Aus der Wahl von konvektiver Skalierung ergibt sich zunéchst:

oty oty ox ot
dxry  Oxy A oTy 2 — Ol 2 (3:2)

Auf dem feinen Gitter miissen also doppelt so viele Zeitschritte wie auf dem groben Gitter
durchgefiihrt werden. Geschwindigkeit, Druck und Dichte sind stetig im Gitteriibergang.
Dies gilt nicht fiir die kinetische Viskositit v = ¢, was wir bei der Herleitung der feinen
Relaxationszeit 7y aus 7, beachten miissen.

Definition 3.8 (Physikalische Reynolds-Zahl) Seien U die charakteristische Geschwin-
digkeit, L die charakteristische Lange und v die kinetische Viskositét in physikalischen
Einheiten. Dann ist die Reynolds-Zahl definiert als:

UL

v

Re:
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3 Verfeinerungsmethode nach Lagrava et al.

Definition 3.9 (Lattice Reynolds-Zahl) Sei # € {f, g} Symbol des feinen oder groben
Gitters. Seien Uy := 6ty /0xy - U die charakteristische Geschwindigkeit, Ly := 1/dz4 - L
die charakteristische Linge und vy := ¢?74 die kinetische Viskositit in Lattice-Einheiten.
Dann ist die Lattice Reynolds-Zahl des feinen bzw. groben Gitters definiert als:

UyLy 0ty UL

Heg 1= ve  (0g)Pvy

Wir erzwingen nun mit Re, = Res die Unabhéngigkeit von Reynolds-Zahl und Gitter-
auflosung. Diese Gleichsetzung ist sinnvoll, da die Reynolds-Zahl gerade die Vergleich-
barkeit von Stromungen verschiedener Modellgréfsen ermoglicht. Durch Einsetzen von
Definition [3.9) erhalten wir eine Verkniipfung der Relaxationszeiten 75 und 7:

ot,UL ot;UL
Re, = Re; — 2 =
(0z4)%vy  (0mf)?vy

5ty 5t

(620)2vy  (0u1)2vy
ot Ot s

(0xg)%ciTy (0xy)2ciry

<
<

- 5tf(5$g)2
— Tf = (5$f)25thg
<

Ty = 27, (3.3)

Fiir die zur expliziten Losung der diskreten LBM BGK Gleichung in Definition
verschobenen Relaxationszeiten ergibt sich somit:

TF = 27, — 1 (3.4)
2
Die Equilibriumsverteilung f; ergibt sich nach Definition aus Geschwindigkeit u
und Dichte p. Sie sind also explizit unabhéngig der Gitterauflosung und, wie erwéhnt,
stetig im Gitteriibergang. Diese Aussage gilt nicht fiir die Nicht-Equilibriumsverteilung
174, da diese nach von dem Geschwindigkeitsgradienten Vu abhéngt.
Bezeichnen nun ;5" und f;5* die gitterspezifischen Nicht-Equilibriumanteile und S¢
sowie S, die entsprechenden Verzerrungstensoren. Zur Skalierung von fﬁiq suchen wir
ein a € R s. d. gilt:

fred = frea (3.5)

972
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3 Verfeinerungsmethode nach Lagrava et al.

Mit Hilfe von ({2.6]) 1dsst sich diese Relation nach « auflésen:

ne ne prT_ wsz_
f Jq = afg,iq < — 02 fQZ . Sf = — <C—2ng . Sg)
= T7Q; 1Sy = a7,Q; 1 Sy
= 70t;Qi: S = a0t Qi 1 S
_ Oty Ty

— a=-121
0ty Tq

Einsetzen der Relationen (3.2) und (3.4) reduziert den Skalierungsfaktor auf einen nur
von der groben Relaxationszeit abhéngigen Ausdruck:

oty Tr
W 0T
Oty Ty

_ 12r—g—%

2 7,
1
-1- (3.6)

47y

Schlieflich erhalten wir so die folgende Relation der Nicht-Equilibriumsverteilungen:

1
rl=1(1—-—= f 3.7
o= (1= ) 2 (3.7)

Insgesamt haben wir hiermit die Skalierung der Diskretisierungen in Raum und Zeit,
der Relaxationszeit sowie der Nicht-Equilibriumsverteilung zwischen den Gittern F und
G hergeleitet.

Seien zy, € Ury und x4, € Uy, die Knoten aus dem Ubergangsbereich mit
Ubertragung von fein nach grob bzw. von grob nach fein. Dann gelten bei Erinnerung
an die implizite Knotenabbildung [3.4}

QMwwzﬁmmhﬁwmw»+Q—iﬁfﬁmﬂ> (3.8)

47y

ﬁMwﬂzﬁ%%#MMﬁm+O—iJﬁﬂ%w (3.9)

47y
Die zusammengesetzten Verteilungsfunktionen von Ubergangsknoten des einen Gitters
lassen sich also durch Skalierung des Nicht-Equilibriumanteils der Verteilungsfunktionen
des jeweils anderen Gitters rekonstruieren. Leider reicht dies noch nicht zur vollstandigen
Beschreibung eines Gitterverfeinerungsverfahrens, da nicht fiir alle feinen Gitterknoten
im Ubergangsbereich passende grobe Gitterknoten existieren — vgl. dazu Abbildung .
Auch der Ubergang von fein nach grob gestaltet sich trotz passenden feinen Knoten
potenziell komplizierter als eine blofe Skalierung, wie wir im néchsten Kapitel sehen
werden.
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3 Verfeinerungsmethode nach Lagrava et al.

3.3.2 Restriktion

Kraft seiner hoheren Auflosung enthélt das feine Gitter mehr Informationen als das
umgebende grobe Gitter. Der Ubergang von fein nach grob stellt also eine Restriktion
der Verteilungsfunktionen dar.

Konkret suchen wir nach einer sinnvollen Definition der in z;_,, € U;_,, fehlenden
Verteilungsfunktionen f, ;. Eine Solche ergibt sich aus der skalierten Dekomposition
durch Ersetzen der einfachen Nicht-Equilibriumsverteilung f;7%(zs,) mit einer restrin-
gierten Variante ebendieser.

fai(rog) = [ (p(@1og), u(wpog)) + 07" 70 270y) (3.10)

Wir bemerken an dieser Stelle, dass nur die Nicht-Equilibriumsverteilung durch eine
Restriktionsoperation eingeschriankt wird, wihrend der Equilibriumanteil unangetastet
bleibt. Dies ist damit zu begriinden, dass Dichte und Geschwindigkeit bei der von uns
verwendeten konvektiven Skalierung im Gitteriibergang stetig bleiben.

Die skalierte Dekomposition [3.8] ldsst sich in der Schreibweise von [3.10] formulieren,
wenn die Identitat als Restriktionsoperation eingesetzt wird:

(i, Tpog) == f]rfl,iq(xf%g)

Die fiir unser Verfahren |17, Kap. 3.3| beschriebene Restriktion ist der Mittelwert aller
umliegenden gerichteten Nicht-Equilibriumanteilen:

. L e
(1, ) = EZ f ,z‘q<xfﬁg + 0x4&;) (3.11)
§=0

Restriktion von fein nach grob, U;_,,

i 1
O ® x 1®! x x  xx
SAA ANAAY S A
X <« X—> 1< xX—>1! <« X—> X X X X
AN TN AN
o ® A I%: A
«—X—> 1 1 <« X—> X X X X
ZIN G AN
SAA VNAAL SAA
X “«—X—> 1< X—>1 “«—X—> X X X X
AN LAANT AN
O @ X :@E X X X X X

Abbildung 12: Einzugsgebiet der Restriktionsoperation (7, zs_,4)
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3 Verfeinerungsmethode nach Lagrava et al.

3.3.3 Interpolation

Zunéchst ergdnzen wir die Gitterteilmengen aus Definition um eine Unterscheidung
zwischen alleinstehenden feinen Knoten und solchen fiir die ein, der Ubertragung von
grob nach fein dienlicher, grober Knoten existiert.

Definition 3.10 (Gitterknoten mit Ubertragung von grob nach fein)

Ug s =Ugs NU; Doppelte Knoten mit Ubertragung von grob nach fein

L{gf L i=Ugsy \ U, Alleinstehende feine Knoten mit Ubertragung von grob nach fein

Fir 7, € U], gilt insbesondere x) . € U, N Uy. Es existieren in diesen Gitter-
punkten also vollstiandig definierte grobe Verteilungsfunktionen, die wir zur Bestimmung
der Momente p und « in (3.9)) heranziehen konnen. Entsprechend besitzen wir zur Inter-
polation des gesuchten Wertes geschickterweise eine Stiitzstelle an eben dessen Position.

Die Interpolation von x7_ , beschrankt sich folglich auf die Skalierung 1}

g—f
fri(@gp) = fi%(pg(xg_p), ug(@y ) + ouf i (25, f) (3.12)

Fiir 2/ 9ot € u’ 4 gllt insbesondere ! .y ¢ U,. Es existieren in diesen Gitterpunkten
also im Gegensatz zur Situation [3.12 keine groben Verteilungsfunktionen. Die fehlenden
Werte zur Bestimmung der Momente sowie des Nicht-Equilibriumanteils in miissen
hier also aus den umliegenden groben Verteilungsfunktionen interpoliert werden:

ff, ( g—)f) fieq(npg (LU;;_”(-), nug (Ig_n‘)) + Oénf;’ezQ(.ng;)g) (313)

Die unbekannten Werte der Moment- und Nicht-Equilibriumfunktionen werden in diesem
Ausdruck durch eine Interpolationsoperation n gendhert. Neben der Art der Restriktion
r stellt die Wahl des Interpolationsverfahrens einen weiteren zentralen und flexiblen
Bestandteil des, auf diesen Seiten nachvollzogenen, Gitterverfeinerungsverfahren dar.

Stiitzstellen fiir die Interpolation seien hier die parallel zum Gitteriibergang liegenden
groben Nachbarknoten des gesuchten Punktes xg - Wir adressieren diese, parallel zu

einem Einheitsvektor v positionierten, Stiitzknoten mit:

ngﬁf = {x S Q‘x:xg_)f—i-jéva, Jj € Z} QZ/{;’_}f
Bekannte Stiitzwerte von m, () befinden sich also relativ zum gesuchten Knoten 95; S
in, um ungerade Vielfache der feinen Schrittweite dx ¢ skalierten, Verschiebungen entlang
der normierten Ubergangsparallele v (vgl. Abbildungen E und . Die Einschriankung
der hinzugezogenen Stiitzen auf Knoten, welche parallel zum Ubergang liegen, wurde von
Lagrava et al. so gewahlt |17, Kap. 3.6], um in 2D ein eindimensionales Interpolations-

problem zu erhalten. Prinzipiell spricht nichts gegen eine Einbeziehung umfangreicherer
Teilmengen der groben Knotennachbarschaft.
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3 Verfeinerungsmethode nach Lagrava et al.

Interpolation von grob nach fein, U,_,;

lRes‘criktion von fein nach grob, Us_,,

X X X X X X

©)

X

X X X X X X

X X X X X X

Q.x 0

X

Q

Ubergangsbereich

Abbildung 13: Stiitzstellen der Interpolation im Ubergangsbereich

Um die kommenden Ausfithrungen auf das Wesentliche — namentlich das Verfahren
unabhéngig der konkret zu interpolierenden Funktion — zu konzentrieren, sei definiert:

n(h) = "*(fgﬁf + hdz o) fur Zielfunktion x € {pg, u,, f;jq

In dieser Formulierung suchen wir also eine moglichst gute Interpolation des Wertes in
n(0) anhand der Stiitzstellen m(h) fiur kleine h € Z \ 2Z. Ein nahe liegender Ansatz
hierfiir ist das arithmetische Mittel der beiden engsten Nachbarn:

n(—1) +n(1)
2

n.(zl_,) =m(0) = (3.14)

Vorteil eines solch einfachen Verfahrens wire, dass die ben6tigten groben Nachbarn auch
an den Ecken des Ubergangsbereiches existieren (vgl. Abbildung und daher keine
Sonderbehandlung erforderlich wiirde.

l Gesuchter Wert 72(0)

o0 0 x0 0

I I

n(-3) n(—1) m(l) n(3) Umfeld bekannter Werte in N ;

g—f

Abbildung 14: Stiitzstellen der Interpolation im Detail
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3 Verfeinerungsmethode nach Lagrava et al.

Bessere Néherungen kénnen unter Einsatz weiterer Stiitzknoten erzielt werden. Wir
berechnen dazu mit dem Schema der dividierten Differenzen die Faktoren der New-
tonschen Interpolationsformel [2, IV.3 (3.10)] auf den in Abbildung |14] dargestellten
Stiitzpunkten (—3,7(-3)), (—1,m(-1)), (1,7(1)) und (3,7(3)):

n(z) : =n(-3)
+ 5 m(-1) ~(-3)) (e + 3
+5m0) ~ A1)+ AE) @+ 3+ )
1

+ E(ﬁ@) —3n(1) +3n(-1) —n(=3))(z +3)(z + 1)(z — 1)
Ausgewertet in 0 erhalten wir folgenden Ausdruck als Naherung von n, (wg L)

n(0) = %(ﬁ(—l) +m(l)) — 1—16(ﬁ(—3) +m(3)) (3.15)

Hierbei handelt es sich um ein Verfahren vierter Ordnung, wie sich durch Einsetzen der
Taylor-Entwicklung von 7 um 0 in die Auswertung (3.15)) zeigen l&sst:

n(h) =1(0) + 7 (0)h + %ﬁ@)(o)h2 + %ﬁ(?’)(O)h?’ + O(h%) (3.16)

L a-3) +13) L m(0) + o)

— %(ﬁ(—l) Fa() - o

In Abbildung (15| erkennen wir zwei mogliche Randfille des Gitteriibergangs, welche
zu Problemen bei Nutzung des Interpolationsverfahren vierter Ordnung fiihren kénnen.

o o O 0O O o O

o O

o O

o O

Abbildung 15: Interpolation in Ecken und Enden des feinen Gitters
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3 Verfeinerungsmethode nach Lagrava et al.

So kann es an den Aufengrenzen des Simulationsgebietes dazu kommen, dass nur drei
der vier benotigten groben Nachbarknoten zur Verfiigung stehen, wie in der griin mar-
kierten Situation dargestellt. Je nach Implementierung der Kommunikation zwischen den
Gittern, kann die gleiche Einschrankung auch in Ecken des feinen Gitters — hier blau
markiert — dazu kommen, dass eine Interpolation auf Grundlage von nur drei Nachbarn
bendtigt wird. Entsprechend erhalten wir nach Berechnung der dividierten Differenzen
ein Interpolationspolynom auf drei Stiitzstellen:

n(z) : =n(-1)
+ 5 =)+ )
+ é(ﬁ(:&) —m(l) +n(-1))(z+1)(z —1)

Auch in dieser Situation ist nur der Wert in 0 zur Naherung von n, (actf]c _,¢) von Interesse:

7(0) = gﬁ(—l) +2n() - %ﬁ(i’)) (3.17)

Passend zur Anzahl der Stiitzstellen présentiert sich dieses Verfahren nach erneutem
Einsetzen der Taylor-Entwicklung (3.16)) als eine Interpolationsformel dritter Ordnung:

3 3 1 :
“m(-1) + Ja(1) - <a(3) = n) + o)
Trotz Behandlung dieses Sonderfalls werden die héheren Approximationsordnungen
gegeniiber (3.14]) weiterhin und unumgénglich durch zusétzliche Stiitzstellen erkauft,

welche bei parallelisierten LBM-Umsetzungen kommuniziert werden miissen. Es gilt also,
zwischen Giite der Interpolation und Anzahl sowie Position der Stiitzstellen abzuwiegen.
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3 Verfeinerungsmethode nach Lagrava et al.

3.4 Algorithmus

Im zuriickliegenden Kapitel [3.3/haben wir, aufbauend auf der Skalierung von Verteilungs-
funktionen zwischen Gitterauflosungen, die Restriktion von fein nach grob sowie die In-
terpolation von grob zu fein nachvollzogen. Die somit erfassten wesentlichen Grundlagen
des Verfeinerungsverfahrens gilt es nun in einem Kopplungsalgorithmus |17, Kap. 3.5]
zusammenzufiihren.

Entsprechend miissen flir jeden groben Zeitschritt dt, zwei feine Zeitschritte ot
durchgefiihrt werden. Die alternierenden Kollisions- und Stromungsschritte der beiden
Gitter sind also strikt gekoppelt und werden als eine Schleifeneinheit betrachtet. Als
Schleifeninvariante definieren wir dabei die vollstandige Bekanntheit aller Verteilungs-
funktionen aller Knoten in beiden Gittern.

f4.:(G) vollstandig zu Zeit ¢ ® fri(F) vollsténdig zu Zeit ¢
Zeitschritt t — ¢ + oty auf G
O Zeitschritt t — t + 0t auf F
Interpolation von py, ug, foi* in ), ()

O Setzen von fr; in x) ., , (3.12)

O Interpolation von fy; in z, ,, (3.13

©® fri(F) vollstandig zu Zeit t + dt;
O  Zeitschritt t + 6ty — t + 20ty auf F

O Setzen von fg; in z? . (3.12)

g—f

O Interpolation von ff; in mgﬁf 3.13
Restriktion von f,; in x4 (3.10))
f4.:(G) vollstandig zu Zeit t + dt, ©® fri(F) vollsténdig zu Zeit ¢ + dt,

Abbildung 16: Ubersicht des Verfeinerungsalgorithmus mit Invariante

Aufbauend auf dieser Invariante ergibt sich die, in Abbildung [L6] dargelegte, Reihenfolge
der erforderlichen Schritte direkt aus den, fiir die einzelnen Komponenten der Gitter-
kopplung bendtigen, Informationen. So sind zu Beginn alle Verteilungsfunktionen voll-

stdndig bekannt, was die Ausfiihrung eines iiblichen Kollisions- und Stromungsschritts
(vgl. Kapitel 2.1.1)) in beiden Gittern ohne weitere Zuarbeit erlaubt. Nach diesen beiden
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3 Verfeinerungsmethode nach Lagrava et al.

Schritten fehlen Verteilungsfunktionen f,;(x_,) zur Wiederherstellung der Invariante
des groben Gitters. Auch der bendtigte zweite Simulationsschritt, um F auf Zeitpunkt
t+0t, = t+ 20ty zu bringen, scheitert zunéchst an der Unbestimmtheit von Verteilungs-
funktionen fr;(z,-7).

Uy zu Zeit t + 0ty und t + 0t Us_g zu Zeit t + 0ty
O OO0 0 OO0 O O O 0 0 O
O 0 ®xXx®XXXRX® O O ®x®x
6 0 B O 00 OO 0 0 0 @: @ 0x0*0
O O Br@nxxrnnrs O O @x@xxxxxxxx
O O Br@xrxxrnrn O O @x@xxxxxxxx
00 B0 0 0 00 00 00 0 0:0x0
DO mxmxxxxxxxx 0 0 @ 0 @0 @xC
O OO0 0 OO0 O O O 0 0 O

Abbildung 17: Ubersicht der zu vervollstandigenden Knoten

Vervollstandigung von F zu Zeitpunkt t + 6t;: Zur Vervollstindigung des feinen
Gitters nach dem ersten Zeitschritt miissen die fehlenden Verteilungen aus dem groben
Gitter rekonstruiert werden. Um die dazu erarbeiteten Kopplungen (3.12) und (3.13)) an-
zuwenden, fehlen jedoch Werte der groben Stiitzstellen fg,i(arg N f) zu Zeitpunkt ¢t 4 ot .
Diese sind zwar in den gesuchten Punkten, dank Trennung der Kopplungsrichtungen
durch den Ubergangsbereich, nach jedem Simulationsschritt direkt vollstéindig vorhan-
den — jedoch nur zu Zeit ¢t und ¢ + 6t,. Hier findet sich eine Anwendung des Interpo-
lationsverfahrens zweiter Ordnung zur linearen Zeitinterpolation der bendtigten
Werte von py, ug und f;5%:

*(x,t + 0ty) + *(x,t)
2

Aufbauend darauf steht der Anwendung der Kopplungsformeln (3.12)) und (3.13)) zur
Vervollstandigung von F nichts mehr im Wege:

neq

*(x,t+0ty) = ,x€G

fiir x € {py, ug, Joi

fra(@y gt +0ty) = [ pg(xg ot + 6tp), ug(xy ot + 6tp)) + afys () ;o t + 0ty)
ff,i< g—>f7t+5tf) fieq<npg(xg—>f)7nu9(xg—>f))+anf;;q(‘rg—>g)

Der Interpolationsoperator vierter Ordnung (3.15]) 16st sich dabei fiir die Zielfunktionen
* € {pg, ug, fo;'} und die Ubergangsparallele v wie folgt auf:

9
n*(xg_nc) 6< ( g_”c 5$fU t+5tf) +*( g—>f+6va t+6tf))
1
+E(*(x§_’f — 30z v, t + 0ty) —|—*(x§_)f + 30z pv,t + 0ty))
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3 Verfeinerungsmethode nach Lagrava et al.

Vervollstandigung von F zu Zeitpunkt ¢ + 0t,: Dieser zweite Rekonstruktionsschritt
auf dem feinen Gitter gestaltet sich einfacher, da die benétigten groben Verteilungen in
Uy s zur Zeitpunkt t 4 6t, bereits durch den initialen Simulationsschritt auf dem groben
Gitter bekannt sind. Entsprechend kénnen die Kopplungsformeln und direkt

zur Vervollstdndigung von F angewandt werden.

Vervollstandigung von G zu Zeitpunkt t + dt,: Nach zweimaliger Vervollstandigung
des feinen Gitters verbleibt zur Wiederherstellung der Schleifeninvariante der Abschluss
des eingehenden Kollisions- und Stromungsschritts auf dem groben Gitter durch Re-
striktion der aus Richtung des feinen Gitters eingehenden Verteilungsfunktionen. Hierzu
erlaubt die, durch die zuvorkommenden Schritte garantierte, Vollstdndigkeit des feinen
Gitters zu Zeitpunkt ¢ + dt,, die direkte Anwendung der Kopplungsformel mit
Restriktionsoperator auf die Knoten in Uy_,,.

fg,i(xf—wa t+ 5tg) = fz'eq(Pf(xf%gv t+ 5tg)a Uf(xf—ma t+ 5tg))

1182
e D I (@ g + 6385t + Ot)
j=0

Zu erwahnen bleibt, dass wir aus Konsistenzgriinden alle Kopplungsformeln immer auf
alle — und nicht nur die fehlenden — diskreten Richtungen i € [¢ — 1] einer betrachteten
Zelle x anwenden.

Nach Durchfithrung der drei Vervollstandigungsschritte haben wir die Invariante fiir
t + dt, wieder hergestellt und kénnen von vorne beginnen. Wir haben damit an die-
ser Stelle das Verfeinerungsverfahren von Lagrava et al. vollstdndig nachvollzogen und
kénnen mit der Implementierung in OpenL.B fortfahren.

26



4 Implementierung in OpenLB

4 Implementierung in OpenlLB

OpenLB [15] ist ein umfangreiches frei verfiigghares C++ Framework zur Implementie-
rung von LBM basierenden Simulationen. Schwerpunkte sind dabei eine grofse Flexibi-
litdt in Hinblick auf die unterstiitzten LB-Modelle sowie weitreichende Modularisierung
zur einfachen Umsetzung neuer Anwendungen bei gleichzeitiger Eignung fiir hochperfor-
mante Berechnungen durch Skalierbarkeit auf parallele Grofsrechner.

Eine LBM Bibliothek mit idealer Unterstiitzung fiir Gitterverfeinerung wiirde es er-
lauben, dass zu 16sende physikalische Problem zunéchst ohne Riicksicht auf die konkrete
Zusammensetzung des Gitters zu modellieren. Entstiinde dann im Konflikt zwischen
Rechenressourcen und angestrebter Ergebnisqualitiat ein Bedarf fiir Gitterverfeinerung,
sollte diese a posteriori ohne weitere Anpassungen hinzugeschaltet werden kénnen. In
einer solchen Umgebung wére es dann sogar denkbar, die Entscheidung iiber Position
und Ausmaf der Verfeinerung an ein automatisches Kriterium [18] zu iibertragen.

Diese Vision ist selbstredend von grofsem Anspruch und weit aufserhalb der Grenzen
dieser Arbeit. Ein erster Schritt muss jedoch die Ergédnzung von OpenL.B um grundle-
gende Unterstiitzung fiir manuelle Gitterverfeinerung sein — d. h. Position, Gréfse und
Auflésung des zu verfeinernden Bereichs miissen durch den Nutzer vorgegeben werden
kénnen.

4.1 Architekturiibersicht

OpenLB verwaltet die Diskretisierung der zu modellierenden Simulationsgebiete in ei-
ner CuboidGeometry2D Instanz. Diese Klasse teilt ein gegebenes physikalisches Gebiet
in eine beliebige Anzahl von, durch Cuboid2D Instanzen dargestellten, achsenparallelen
Rechtecken mit definierter Auflosung ein. Diese Aufteilung dient der Parallelisierung,
da die Gitter dieser einzelnen Quader auerhalb von kommunizierenden Randbereichen
vollstandig nebenldaufig verarbeitet werden konnen. Entsprechend werden diese Teilbe-
reiche von einer Implementierung der LoadBalancer Schnittstelle auf die zu Verfiigung
stehenden Prozessoren aufgeteilt.

Auf Grundlage dieses rdumlichen Umrisses wird dann das eigentliche Gitter in einer
SuperLattice2D Instanz abhéngig des gewéhlten Lattice Boltzmann Modells aufgebaut.
Die einzelnen Gitterzellen werden dabei von Cell Klassen abgebildet, welche anhand
des spezifischen, durch einen sogenannten Deskriptor beschriebenen und von Dynamics
Instanzen durchgefiihrten, Kollisionsschrittes der lokalen Umsetzung des LBM Modells
Sorge tragen.

Diese Dynamics beschreiben dabei zusammen mit zelliibergreifenden Postprozessoren
nicht nur das einfache Strémungsverhalten, sondern modellieren auch die zahlreichen
Randkonditionen, welche die Abbildung komplexer Geometrien in LBM erst ermogli-
chen. Zur einfacheren Zuordnung dieser zellspezifischen Klassen verwendet OpenL.B so-
genannte Materialzahlen, welche von einer SuperGeometry2D Instanz verwaltet werden.

Parallel zu diesen Strukturen kapselt und berechnet die UnitConverter Klasse etwaig
benotigte Konstanten zur Konvertierung zwischen physikalischen Einheiten und den,

27



4 Implementierung in OpenLB

diese modellierenden, Lattice-Einheiten sowie Relaxationszeiten und Fluidkonstanten
wie die Reynolds-Nummer.

Im Allgemeinen ergibt sich aus diesen Komponenten folgende iibliche Struktur von
OpenLB-basierenden Anwendungen |24, Kap. 2.1]:

1. Erstellung des UnitConverter mit den beabsichtigten Gitterkonstanten

2. Beschreibung des Simulationsgebietes durch Konstruktion einer CuboidGeometry2D
3. Bereitstellung eines LoadBalancer zur Instantierung einer SuperGeometry2D

4. Definition der Materialzahlen in einer prepareGeometry Methode

5. Konstruktion der SuperLattice2D Instanz aus der SuperGeometry2D

6. Instantierung der benotigten Dynamics und etwaigen Randkonditionen

7. Bindung von Dynamics und Randkonditionen an die, von SuperLattice2D verwal-
teten, Cell Objekte anhand der Materialzahlen in einer prepareLattice Methode

8. Simulationsschleife zum Aufruf von SuperLattice2D::collideAndStream

In letzterem, die eigentliche Simulation durchfithrendem, Schritt, werden weiter durch
kanonisch benannte Funktionen wie getResults und error die Ergebnisse zur Analyse
in Dateien 25| geschrieben, Fehlernormen berechnet und Konvergenzkriterien bestimmt.

4.2 Auswahl der Verfeinerungsmethode

Ein erster Gedanke zur Integration von Gitterverfeinerung in OpenLB ist die Nutzung
der bestehenden Dekomposition des Simulationsgebiets in achsenparallele Rechtecke.
Insbesondere aus Sicht des Einfiigens von Gitterverfeinerung in die existierende Archi-
tektur, sowie der unverinderten Weiterverwendung der LoadBalancer Algorithmen zur
Steuerung der Parallelisierung, scheint ein solcher Ansatz sinnvoll.

Bei Variation der Auflosung einzelner Quader im Rahmen der CuboidGeometry2D
Struktur handelte es sich zwangsweise um einen Multi-Domain Ansatz. Gingen wir die-
sen Weg, benétigten wir zunéchst Cuboid2D spezifische UnitConverter Instanzen zur
Verwaltung der auflosungsabhéngigen Konstanten. Dies miisste dann im Rahmen von
preparelLattice zur Setzung der dann ebenfalls quaderspezifischen Dynamics und Rand-
konditionen beachtet werden.

Zur Ermoglichung von Parallelisierung beriicksichtigt die, der Gitterverwaltung in
SuperLattice2D zugrunde liegende, Aufteilung der Doméne durch CuboidGeometry2D
bereits Ubergangsbereiche, deren Funktion mit zusétzlicher Auflésungskopplung in Ein-
klang zu bringen wiére.

Weiter wiirde das Problemfeld eben dieser Dekomposition um die Restriktion auf
Auflésungsiiberginge im Verhéltnis 1 : 2 erweitert. So miisste ein guter Algorithmus zur
Aufteilung des Simulationsgebietes die Anforderungen an Parallelisierung, Verteilung der
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Rechenressourcen, Geometrie und Verfeinerung sinnvoll auflosen und zugleich manuelle
Eingriffe erlauben. Diese zusétzliche starke Einschrankung sowie der dann bei Anpassung
der Verfeinerungsstruktur unumgéngliche komplette Neuaufbau der Simulation bilden
ein starkes Gegenargument zu diesem ersten Gedanken.

Der tatséchlich umgesetzte Ansatz ergibt sich aus dem Versténdnis von Gitterverfei-
nerung als Kopplung von ansonsten komplett allein stehenden Simulationen. Die Uber-
gangsbereiche wiren in diesem Modell mit Randkonditionen vergleichbar, wie sie fiir
Ein- und Ausfliisse verwendet werden. Gitterverfeinerung kénnte so weitestgehend von
der bestehenden Architektur getrennt ergénzt werden, was insbesondere auch die verén-
derungsfreie Unterstiitzung existierender Anwendungen begiinstigen wiirde.

Eine solche nebenliufige Uberlagerung von Simulationen mit jeweils komplett eigen-
standig verwalteten Gittern gebietet sich bei erster Betrachtung als klarer Umriss eines
Multi-Grid Verfahrens. Beachten wir jedoch, dass es einfach moglich ist, die tiberlagerten
Gitterflichen durch Nullen der entsprechenden Materialzahlen effizient aus der Verar-
beitung auszuschlieffen und trotzdem bei Bedarf — z.B. in Hinblick auf Verschiebung von
verfeinerten Bereiche wahrend des Simulationsverlaufs — zu reaktivieren, stellen sich auch
Multi-Domain Ansétze in diesem Modell als sinnvoll implementierbar heraus. Vorteil ist
hier also gerade auch, dass prinzipiell beide Ansatze zur Gitterverfeinerung umgesetzt
werden konnen und wir nicht durch Festhalten an der existierenden Struktur auf Multi-
Domain Verfahren beschrankt sind. Da die Positionierung der Gitter in diesem Ansatz
komplett frei ware, liefsen sich aus Architektursicht auch nicht-koinzidierende oder sogar
zueinander rotierte Verfeinerungsgitter abbilden.

Ein Vorbild fiir dieses Konzept zur Umsetzung von Gitterverfeinerung existiert in
Form der Optimierungskomponente von OpenL.B, welche ebenfalls komplette Simulatio-
nen in einem sogenannten Solver kapselt |14, vgl. Abb. 4.1|. Langfristig konnten mit
diesem Ansatz also beide gitteriibergreifenden Module in einem gemeinsamen Konzept
abgebildet werden.

Nachdem nun das grobe Umfeld eines Gitterverfeinerungsframeworks feststeht, gilt
es, ein geeignetes Verfahren zur Umsetzung in und Nutzung mit eben diesem Frame-
work zu wahlen. Das von Lagrava et al. in Advances in Multi-domain Lattice Boltzmann
Grid Refinement |17] beschriebene Verfahren, welches insbesondere auf |7] und [10] einen
anpassungsfahigen Multi-Domain Gitterverfeinerungsalgorithmus fiir BGK LBM auf ko-
inzidierenden D2Q9 Gittern aufbaut, erscheint hier als guter Kandidat. Die anfangliche
Beschrankung auf zwei Dimensionen passend zur Einschriankung dieser Arbeit sowie die
Flexibilitat in Hinblick auf die verwendeten Restriktions- und Interpolationsoperatoren
bilden hier eine gute Grundlage fiir eine erste und doch ausbaufdhige Umsetzung von
Gitterverfeinerung in OpenLB.
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4.3 Struktur des Gitterverfeinerungsframeworks

Wie im vorangehenden Kapitel erlédutert, soll das Framework zur Gitterverfeinerung
nicht tief in vorhandene Strukturen integriert, sondern viel mehr {iber diesen stehend
angesiedelt werden. Eine erste Hiirde zu diesem Ziel ist die, groftenteils aus zwangfrei-
en Konventionen bestehende, Struktur von OpenLB Anwendungen. So sind zwar die
einzelnen Komponenten der Simulation wie CuboidGeometry2D und SuperLattice2D
vorgegeben, deren Konstruktion und Verkniipfung erfolgt jedoch gréfstenteils manuell.
Fir sich ist diese Herangehensweise des flexiblen Zusammensetzens von Modulen
durchaus erhaltenswert und bildet eine der Starken von OpenLB. Zur iibergreifenden
und fiir den Nutzer moglichst bequemen Einbindung von Gitterverfeinerung — wir er-
innern uns: Das Ziel ist es, Gitter erst im Nachhinein mit einem einzigen Funktions-
aufruf zu verfeinern — muss jedoch zumindest die Konstruktion des auflésungseigenen
SuperLattice2D mit dem dazugehorigen Umfeld aus UnitConverter, LoadBalancer,
CuboidGeometry2D und SuperGeometry2D soweit wie moglich gekapselt werden.

Entsprechend besteht das Framework aus zwei Komponenten: Einer Grid2D Klasse,
die in einem Konstruktoraufruf ein SuperLattice2D zusammen mit dem benotigten
Umfeld instanziiert und einer Coupler2D Klasse zur Abbildung der Ubergéinge zwischen
mehreren Grid2D Instanzen. Die Gitterklasse stellt dabei eine Methode Grid2D: :refine
bereit, die anhand einer Parametrisierung der zu verfeinernden Doméne ein neues Grid2D
konstruiert und iiber entsprechende Coupler2D Objekte mit sich selbst verkniipft. Funk-
tionen wie prepareGeometry und prepareLattice konnen in diesem Umfeld dann durch
entsprechende Getter mit Grid2D zusammenarbeiten. Arbeiten diese Funktionen bereits
auf Grundlage von analytischen Indikatoren, d. h. unabhéngig der Auflésung, kénnen
sie sogar ohne Anpassung fiir alle Gitterauflésungen verwendet werden.

template <typename T, template<typename> class DESCRIPTOR>
RefiningGrid2D<T,DESCRIPTOR>: :RefiningGrid2D(
Grid2D<T,DESCRIPTOR>& parentGrid, Vector<T,2> origin, Vector<T,2> extend):
Grid2D<T,DESCRIPTOR>(
std: :unique_ptr<IndicatorF2D<T>>(new IndicatorCuboid2D<T>(extend, origin)),

2xparentGrid.getConverter () .getResolution(), // Auflosungsibergang 2:1
2#parentGrid.getConverter () .getLatticeRelaxationTime() - 0.5, // Siehe (3.4)
parentGrid.getConverter () .getReynoldsNumber()), // Rey = Rey

_origin(origin),

_extend(extend),

_parentGrid(parentGrid)

{32
Listing 1: Konstruktor der verfeinernden Gitter

Die Konstruktion von Grid2D erfolgt anhand einer indikatorgegebenen Beschreibung
des Simulationsgebiets sowie der gewiinschten Auflésung zusammen mit der Relaxati-
onszeit und der modellierenden Reynolds-Nummer:

Grid2D (FunctorPtr<IndicatorF2D<T>>&& domainF, int resolution, T tau, int re);
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Wahrend sich die Realisierung dieser Signatur als einfache Konstruktion der erlauterten
OpenLB Struktur erweist, gestaltet sich die Konstruktion der vererbten RefiningGrid2D
Klasse in Listing [I] interessanter, da hier dann Kraft der Ergebnisse von Kapitel [3.3.T]
die Vorgabe des groben Gitters zusammen mit dem verfeinerungsbediirftigen Teilbereich
zur Erstellung eines neuen Gitters ausreicht.

template <typename T, template<typename> class DESCRIPTOR>
void Grid2D<T,DESCRIPTOR>::collideAndStream()
{
for ( auto& fineCoupler : _fineCouplers ) {
fineCoupler->store(); // Speichern von Werten in :Iigﬁj- €G zu Zeit t

}
this->getSuperLattice().collideAndStream(); // Zeitschritt t —t+ dt, auf G
for ( auto& fineGrid : _fineGrids ) {

fineGrid->collideAndStream(); // Zeitschritt t — t+ 0ty/2 auf F
}

for ( auto& fineCoupler : _fineCouplers ) {
fineCoupler->interpolate(); // Interpolation von Werten in :L’Z_”[ €G zu Zeit t+dt,/2
fineCoupler->couple(); // Setzen von fr; in x4,p € F

}

for ( auto& fineGrid : _fineGrids ) {
fineGrid->collideAndStream(); // Zeitschritt t+5tf — t+2(5tf avf F
}

for ( auto& fineCoupler : _fineCouplers ) {
fineCoupler->store(); // Speichern von Werten in .’L"‘zﬂf € G zu Zeit t+ it
fineCoupler->couple(); // Setzen won fr; in xg_y € F

}

for ( auto& coarseCoupler : _coarseCouplers ) {
coarseCoupler->couple(); // Setzen won f,; in Tr .y €G

}

}
Listing 2: Rekursiver Kollisions- und Stromungsschritt mit Gitterkopplung

Wie in Kapitel dargelegt, miissen zur Gitterkopplung nach jedem Kollisions- und
Stromungsschritt verschiedene Arbeiten durchfiihrt werden. So ist die Ausfithrung von
Kollisions- und Stromungsschritten auf dem feinen Gitter zusammen mit der jeweiligen
Vor- und Nacharbeit strikt an die Nacharbeit von Kollisions- und Stromungsschritten
auf dem groben Gitter gebunden.

Wurde das grobe Gitter um einen Zeitschritt weiterentwickelt, muss der Zustand des
feinen Gitters ebenfalls um entsprechend zwei feine Zeitschritte evolviert werden, damit
die groben Verteilungsfunktionen vervollsténdigt werden konnen. Es liegt somit nahe, die
Aufrufe von SuperLattice2D: :collideAndStreamin einer Grid2D: : collideAndStream
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Methode zu kapseln, um auf diese Weise die Aufrufe von Coupler2D an den korrekten
Stellen durchzufiihren.

Konkret erhalten wir in Listing 2 bei gesammelter Verwaltung der von Grid2D: :refine
erstellten feinen Gitter und den zugehorigen Kopplern eine, der Algorithmentibersicht in
Abbildung [16] nicht un&hnliche, Implementierung von Grid2D: :collideAndStream. Zu
bemerken ist, dass die Konstellation aus dieser Methode zusammen mit Grid2D: :refine
durch Selbstaufruf bereits die freie Schachtelung von Verfeinerungsbereichen erlaubt.

// Initialisiere grobstes Gitter mit gewinschten Fluidkonstanten
Grid2D<T,DESCRIPTOR> coarseGrid(coarseDomain, resolution, tau, Re);

// Diskretisiere gewinschte Geometrie in Matertalzahlen auf dem groben Gitter
prepareGeometry (coarseGrid) ;

// Verfeinere ein Einheitsquadrat beginnend bei (0.5,0.5) € R?

// ("RefiningGrid2D  ist eine bis auf Kopplung eigenstandige Simulation)
RefiningGrid2D<T,DESCRIPTOR>& fineGrid = coarseGrid.refine({0.5, 0.5}, {1.0, 1.0});
// Diskretisiere gewiinschte Geometrie in Materialzahlen auf dem feinen Gitter
prepareGeometry (fineGrid) ;

// Schliefe den feinen Bereich aus dem groben Gitter aus
auto refinedOverlap = fineGrid.getRefinedOverlap();
coarseGrid.getSuperGeometry () .reset (refined0verlap) ;

// Defintere das gewinschte Fluidverhalten durch Binden wvon Dynamics und Rand-
// konditionen anhand der Materialzahlen ( forEachGrid  ruft ‘preparelattice’
// auf allen Gittern der Verfeinerungshierarchie auf)
coarseGrid.forEachGrid(prepareLattice);

// Simulationsschleife dber 100 physikalische Sekunden

for (int iT = 0; iT < coarseGrid.getConverter () .getLatticeTime(100); ++iT) {
// Fihre Kollisions- und Strémungsschritt rekursiv auf allen Gittern aus,
// Auflosungskopplung erfolgt automatisch
coarseGrid.collideAndStream() ;

// Ergebnisaufbereitung (z.B. Fehlernormberechnung, VTK-Ausgabe etc.)
coarseGrid.forEachGrid(getResults);

Listing 3: Beispielhafte Nutzung von Grid2D

Wie in diesem Listing zu sehen, kann Gitterverfeinerung innerhalb des beschriebenen
Frameworks schon erfreulich kompakt formuliert werden. Tatséchlich fehlt zum Etappen-
ziel der einzeilig aktivierbaren manuell positionierten Gitterverfeinerung lediglich eine
weitere Abstraktion von von prepareGeometry und prepareLattice.

Zur umfassenden Beschreibung des Gitterverfeinerungsframework fehlt uns jetzt nur
noch die Definition der Coupler2D Objekte. Da diese die Einzelheiten des Verfeinerungs-
verfahrens umsetzen, werden sie im Rahmen des folgenden Kapitels zur Implementierung
des Verfahrens von Lagrava et al. ndher beleuchtet werden.
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4.4 Umsetzung des Verfahrens von Lagrava et al.

Grundsétzlich implementiert jede Instanz von Coupler2D die Kopplung zweier Gitter in
einer Richtung entlang einer, durch Ursprung und Ausdehnung charakterisierten, Linie
innerhalb des physikalischen Simulationsgebiets. Fiir die Kopplung einer rechteckigen
RefiningGrid2D Instanz werden von Grid2D: :refine in diesem Fall acht Kopplungs-
objekte erzeugt — vier Seiten mit jeweils zwei Kopplern.

template <typename T, template<typename> class DESCRIPTOR>
class Coupler2D {
protected:

Grid2D<T,DESCRIPTOR>& _coarse;

Grid2D<T,DESCRIPTOR>%& _fine;

const int _coarseSize;
const int _fineSize;
const bool _vertical;

const Vector<T,2> _physOrigin;

const Vector<int,3>%& getFineLatticeR(int y) const;
const Vector<int,3>& getCoarselatticeR(int y) const;

T getScalingFactor() const; // Skalierungsfaktor (3.0) der Nicht-Equilibriumsverteilung
T getInvScalingFactor() const;

private:
std: :vector<Vector<int,3>> _coarselLatticeR;
std::vector<Vector<int,3>> _fineLatticeR;

public:
Coupler2D(Grid2D<T,DESCRIPTOR>& coarse, Grid2D<T,DESCRIPTOR>& fine,
Vector<T,2> origin, Vector<T,2> extend);

};
Listing 4: Gemeinsame Struktur beider Kopplungsklassen

Die im Zuge dieser Arbeit entwickelte Version von Coupler2D beschrankt sich hier-
bei auf zu einem Einheitsvektor parallele Gitteriibergénge. Sowohl fiir die Kopplung
der mit CuboidGeometry2D modellierbaren Aufteilungen als auch fiir das umzusetzende
Verfahren ist diese Einschrankung kein Hindernis, da Lagrava et al. ebenfalls nur von
horizontalen bzw. vertikalen Gitteriibergéngen ausgehen.

Da Grid2D Methoden zur Diskretisierung physikalischer Koordinaten auf das Gitter
bereitstellt, besteht das Fundament der beiden benétigten Kopplungsklassen grofstenteils
nur aus der Bestimmung aller zu setzenden Kopplungsknoten entlang der Ubergangslinie.
Die abgeleiteten Klassen FineCoupler2D und CoarseCoupler2D kénnen auf die Liste
dieser Knoten dann mittels getFineLatticeR und getCoarseLatticeR zugreifen und
so ihre eigene Implementierung auf das Wesentliche beschréanken.
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template <typename T, template<typename> class DESCRIPTOR>
class FineCoupler2D : public Coupler2D<T,DESCRIPTOR> {
private:

std: :vector<Vector<T,1>> _c2f_rho;

std: :vector<Vector<T,DESCRIPTORKT>::d>> _c2f_u;

std::vector<Vector<T,DESCRIPTOR<T>::gq>> _c2f_fneq;

public:
FineCoupler2D(Grid2D<T,DESCRIPTOR>% coarse, Grid2D<T,DESCRIPTOR>& fine,
Vector<T,2> origin, Vector<T,2> extend);

void store();
void interpolate();
void couple();

3
Listing 5: Struktur des Kopplers von grob nach fein

Wie in Listing 5] zu sehen, benétigt das Setzen der feinen Verteilungsfunktionen in
FineCoupler2D: :couple einen Zwischenspeicher der groben Verteilungsmomente und
der groben Nicht-Equilibriumsverteilung entlang der Kopplungslinie. Dieser wird in der
Methode FineCoupler2D: :store gesetzt und dient in FineCoupler2D::interpolate
der linearen Zeitinterpolation der groben Verteilungsfunktionen zu Zeitpunkt ¢ 4 6ty
entsprechend der Ausfiihrungen in Kapitel

for (int y=1; y < this->_coarseSize-2; ++y) {
const auto rho = order4interpolation(_c2f_rho, y); // Siehe Listing []]
const auto u = order4interpolation(_c2f_u, y);
const auto fneq = order4interpolation(_c2f_fneq, y);

const T uSqr = u*u;

const auto finePos = this->getFineLatticeR(1+2%y);
Cell<T,DESCRIPTOR> fineCell;
fineLattice.get(finePos, fineCell);

for (int iPop=0; iPop < DESCRIPTOR<T>::q; ++iPop) {
fineCell[iPop] = 1bHelpers<T,DESCRIPTOR>::equilibrium(iPop, rho[0], u.data, uSqr)
+ this->getScalingFactor() * fneq[iPop];
}

fineLattice.set(finePos, fineCell);

Listing 6: Ausschnitt der Methode FineCoupler2D: : couple

Zur Beleuchtung des Herzstiicks der feinen Kopplung sehen wir in Listing [0] einen
Ausschnitt der Kopplungsfunktion fiir Knoten :175 _,y € F mit rdumlicher Interpolation
der benétigten groben Werte. Zusammen mit der zugehdrigen Interpolationsfunktion in
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4 Implementierung in OpenLB

Listing [7| lasst sich dabei sehen, wie sich das Verfeinerungsverfahren durch Verwenden
von OpenLLB Modulen wie den 1bHelpers und der Vector Datenstruktur sehr nah an
seiner mathematischen Formulierung umsetzen lasst.

template <typename T, unsigned N>
Vector<T,N> order4interpolation(const std::vector<Vector<T,N>>& data, int y)
{

return 9./16. * (dataly] + dataly+1]) - 1./16. * (dataly-1] + dataly+2]);
}

Listing 7: Templatefunktion der Interpolationsformel (3.15])

Der Koppler CoarseCoupler2D zum Setzen der groben Verteilungsfunktionen gestaltet
sich derweil einfacher, da kein Zwischenspeicher benétigt wird und nur eine Restrikti-
onsoperation anzuwenden ist.

template <typename T, template<typename> class DESCRIPTOR>
void computeRestrictedFneq(const SuperLattice2D<T,DESCRIPTOR>& lattice,
Vector<int,3> latticeR,
T restrictedFneq[DESCRIPTOR<T>::q])
{
for (int iPop=0; iPop < DESCRIPTOR<T>::q; ++iPop) {
const auto neighbor = latticeR
+ {0, DESCRIPTOR<T>::c[iPop] [0], DESCRIPTORKT>::c[iPop] [1]};
Cell<T,DESCRIPTOR> cell;
lattice.get(neighbor, cell);

T fNeq[DESCRIPTOR<T>::q] {};
1bHelpers<T,DESCRIPTOR>: : computeFneq(cell, fNeq);

for (int jPop=0; jPop < DESCRIPTOR<T>::q; ++jPop) {
restrictedFneq[jPop] += fNeq[jPop];
}
}

for (int iPop=0; iPop < DESCRIPTOR<T>::q; ++iPop) {
restrictedFneq[iPop] /= DESCRIPTOR<T>::q;
}
}

Listing 8: Umsetzung der Restriktionsoperation (|3.11|)

Hiermit sind die zentralen Bestandteile der Umsetzung des Verfahrens von Lagrava
et al. im Kontext des in dieser Arbeit entwickelten Gitterverfeinerungsframework fiir
OpenLB beschrieben. Zum Abschluss verbleibt nun noch die Evaluierung der Qualitét
eben dieses Verfahrens anhand verschiedener Beispiele.
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5 Evaluierung

Die Auswahl von Beispielen und Kriterien zur Bewertung der Qualitéit eines Gitter-
verfeinerungsverfahrens gestaltet sich zunédchst unklarer, als man annehmen konnte.
So existieren nur fiir wenige praktische Strémungssituationen analytische Losungen der
Navier-Stokes Gleichungen. Zur Evaluation kénnen wir uns also nicht auf die optimale
Situation des Vergleiches mit analytischen Losungen beschranken, sondern miissen auch
auf Vergleichsdaten aus anderen Simulationen oder realen Experimenten zuriickgreifen.

Solche Referenzwerte sind — abseits offensichtlicher Giitekriterien wie der Vermeidung
divergierender Simulationen — Voraussetzung fiir die Bewertung der Verfahrensqualitat.
Ohne diese ist beim Vergleich mit aus uniformen Gittern gewonnenen Losungen nicht
klar, welches Ergebnis besser ist. Entsprechend beschrinken wir uns je nach Beispiel auf
die Betrachtung einer Auswahl der folgenden Giitekriterien:

—_

. Subjektive Qualitdt des Stromungsbildes

[\

. Stetigkeit der Momente im Gitteriibergang

3. Bestimmung des Fehlers zu einer analytischen Losung

4. Anwendung eines Gitterverfeinerungskriteriums

5. Vergleich von lokal verfeinerten und uniformen Gittern mit gleicher Knotenanzahl

Das hochwertigste Kriterium ist dabei der Fehlervergleich zur analytischen Losung
bei Beschréankung der Gesamtknotenanzahl. Existiert die dazu notwendige formalisierte
Losung nicht, sind auch Vergleiche mit Referenzwerten aus realen Experimenten oder
gesicherten Simulationen denkbar. Die subjektive Qualitidtsbewertung hingegen erlaubt
nur die Bewertung von Extremfillen wie im Strémungsbild erkennbaren Ubergingen
zwischen Gittern oder moglicher Divergenzvermeidung durch gezielte Verfeinerung.
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5.1 Rohrstromung

Als Einstiegspunkt wollen wir zunéchst die grundsétzliche Funktion des Verfeinerungs-
verfahrens an einem moglichst einfachen Beispiel gegen moglichst korrekte Vergleichsda-
ten testen. Ein solches Beispiel ist gegeben durch die laminare Stromung in einem Rohr
mit kreisformigem Querschnitt und ohne Hindernisse abseits der Wénde.

Abbildung 18: Schematische Darstellung der Rohrstromung

Diese Rohrstrémung stellt nicht nur eine der einfachsten Stromungssituationen dar,
sondern besitzt als Poiseuille-Fluss auch eine analytische Losung, so dass wir ideale
Vergleichsbedingungen vorfinden. Lieferte unser Verfahren in diesem Beispiel keine guten
Ergebnisse, wére nicht davon auszugehen, dass dies sich in komplexeren Situationen
verbessern wiirde.

Definition 5.1 (Analytische Losung des Poiseuille-Flusses) Seien L,, L, € Ry die réum-
lichen Rohrdimensionen, v die kinematische Viskositiat und Ap der Druckgradient zwi-
schen Ein- und Ausfluss. Dann ist die analytische Geschwindigkeit in 2-Richtung gegeben
als [4, vgl. Kap. 4]:

1 Ap
L) ==Ly 1
ua(y) = o I y(y — Ly)
Dies ergibt mit u,(L,/2) := tmax und Ap := —py die analytische Losung des Drucks:
8L . VUmax
Po=—"5
Ly

Mit umay := 1 vereinfacht sich damit die analytische Losung der x-Geschwindigkeit zu:

4

U (y) = —ﬁy(y —Ly)

Das Geschwindigkeitsprofil des Poiseuille-Flusses ist also parabelférmig.

Wir wollen in einem 1 x 4 Meter bemessenden Rohr einen Poiseuille-Fluss simulieren.
Als Auflésung einer Léngeneinheit sei dabei N = 10 gewahlt, was in der Diskretisierung
durch 11 x 21 grobe und 21 x 43 feine Knoten abgebildet wird. In Abbildung [19| sehen
wir das resultierende Gitter zusammen mit den zugewiesenen Materialzahlen. Wand- und
Einflusszellen werden nach dieser Vorlage mit lokalen Geschwindigkeitsrandbedingungen
umgesetzt. Wihrend fiir den Einfluss dabei das Geschwindigkeitsprofil der analytischen
Poiseuille-Lésung vorausgesetzt wird, erhélt der Ausfluss eine Druckrandbedingung.
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Abbildung 19: Gitterstruktur einer halbseitig verfeinerten Rohrstromung

Neben diesen knotenspezifischen Eigenschaften sei u = 0,01 die charateristische Ge-
schwindigkeit in Lattice-Einheiten und Re = 10 die modellierte Reynolds-Zahl. Erstellen
wir unsere grobe Grid2D Instanz mit diesen, die Relaxationszeit 7 fixierenden, Werten
und fithren die Simulation bis zur Konvergenz aus, erblicken wir nach geeigneter Auf-
bereitung der VTK-Ausgabe [25, Kap. 19.3] schlieRlich das in Abbildung [20] dargestellte
Stromungsbild. Konvergenz bedeutet in diesem Kontext, dass die durchschnittliche Ener-
gie des feinen Gitters unter einen Residuumswert, hier 1-107°, gefallen ist.
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Abbildung 20: Geschwindigkeiten in z-Richtung im simulierten Poiseuille-Fluss

Bei erster Betrachtung lasst sich erkennen, dass die Stromung den Gittertibergang
subjektiv ideal bestritten hat. Es treten also keine ungewohnlichen Artefakte im Ge-
schwindigkeitsbild auf und dieses setzt sich nach dem Ubergang in, bis auf die neuen
Zwischenwerte, unveréinderter Weise fort. Tatséchlich ist bei Bildung einer geschlossenen
Fléache durch Interpolation der Zwischenbereiche kein Gitteriibergang erkennbar.
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5.1.1 Vergleich mit der analytischen Lésung

Zur formalen Qualitdtsbewertung ziehen wir im Folgenden die analytische Losung von
Geschwindigkeit und Druck des Poiseuille-Flusses in Definition heran. Wir kénnen
diese in OpenLB einfach mit Hilfe des, die relative Fehlernorm [ fana—toimll2 berechnenden,

[[ fanall2
SuperRelativeErrorL2Norm2D Funktors mit der simulierten Losung vergleichen:
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- - |00 Druck }
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uN10 uN20 vN10A vN10B
Gitterstruktur Geschwindigkeitsfehler Druckfehler

uN10 1T x 41 1,88-1073 3,12-1073
uN20 21 x 81 1,16 - 1073 2,27 -1073
vN10A | 11 x21 | 21 x43 | 1,02.-1072 2,40 - 1072
vN10B | 11 x41 | 17x41 || 1,91-1073 3,25-1073

Abbildung 21: Geschwindigkeits- und Druckfehler in verschiedenen Gittern

Zunéchst ist die halbseitig verfeinerte Losung aus Abbildung also um etwa eine
Grofsenordnung schlechter als eine gleichméfig mit n = 20 aufgeloste Berechnung. Auch
im Vergleich mit dem uniform n = 10 aufgelosten Gitter erweist sich der Fehler der
verfeinerten Losung als deutlich grofer — zumindest in diesem speziellen Beispiel ist
Gitterverfeinerung also der Simulationsgenauigkeit messbar abtraglich.
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Nicht vergessen werden sollte jedoch, dass die untersuchte halbseitig verfeinerte Rohr-
stromung als Beispiel sehr konstruiert und nicht realitdtsnah ist. Auch die noch folgen-
den Beobachtungen in Abbildung[23] nach welchen die lineare Interpolation zu kleineren
Geschwindigkeitsfehlern fithrt, deutet auf eine beschrankte Aussagekraft dieses Beispiels
hin. Eine Besonderheit ist in diesem Kontext auch die Existenz von Randbedingungen
im Ubergangsbereich. Eine etwaige Behandlung dieser wurde weder von Lagrava et al.
angesprochen, noch in der dem Leser vorliegenden Arbeit ndher untersucht. Tatséch-
lich verschwindet der Verfeinerungsfehler fast vollstdndig, wenn die Wénde aus dem
verfeinerten Bereich ausgespart werden.

Abschliefsend erscheint es beispieliibergreifend intuitiv erwartbar, dass eine nicht aus
dem konkreten Stromungsproblem informierte Anwendung von Gitterverfeinerung — und
damit eine unbegriindete Erhéhung der Simulationskomplexitét gegeniiber einem uni-
formen Gitter — einer Verbesserung der Préazision nicht zutraglich ist.

5.1.2 Vergleich der Interpolationsverfahren

Den halbseitig verfeinerten Poiseuille Simulationsaufbau konnen wir an dieser Stelle auch
zur Nachvollziehung des, von Lagrava et al. fiir die Verwendung eines Verfahrens vierter
Ordnung in der rdaumlichen Interpolation feiner Ubergangsknoten ohne koinzidierende
grobe Stiitzpunkte hervorgebrachten, Arguments verwenden.

1,65 \ \ -
Ubergangsbereich

1,6 |

1,55 | |

15|

8 145/ o I

Druck [N

1,35 N

1,3

1,25
— Druckverlauf bei Interpolationsordnung O(h*

)
1,2| |~ Druckverlauf bei Interpolationsordnung O(h?)

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4

Horizontale Kanalposition [m]

Abbildung 22: Druckverlauf bei linearer und kubischer Interpolation |17, vgl. Abb. 11]
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5 Evaluierung

Wir setzen dazu N = 50 als Auflésung der Léngeneinheit, Re = 100 als Reynolds-Zahl
und eine Geschwindigkeitsrandbedingung mit Poiseuilleprofil im Ausfluss. Fiihren wir
dann die Simulation mit dem linearen Interpolationsverfahren aus und vergleichen
den Verlauf des physikalischen Drucks auf einer vertikal zentrierten horizontalen Linie
mit den, aus einem Durchlauf mit dem Verfahren vierter Ordnung gewonnen,
Daten, erhalten wir den in Abbildung 22| zu sehenden Plot.

Entsprechend der Beobachtungen in |17, Kap. 3.7] sehen auch wir bei linearer Inter-
polation einen prominenten Abfall des physikalischen Drucks im Ubergangsbereich der
Gitter. Bei kubischer Interpolation tritt dieser Fehler nicht auf, der Druckverlauf ist in
diesem Fall so glatt, dass der Ubergang nicht mehr zu erkennen ist.

Geschwindigkeitsprofil Fehler zur analytischen Losung
T T T T T T T T T T
1 1T I 151072
X X
X X
B 14-1073
+
0,8 F i x ST x
+ +
B X X 13-1073
+ +
0767 | - X+ ***** + x 72_1073
*******
+ k% * k| 4 5
B * * 11-10"
0,4 ] “ % -
+ +
o X X % 010
0.2 ias asi
i [ S—— * 1 —1-107°
* *
X X
ot + 1 -2.1073
0 ) * *
| | | | | | | | | |
0 0,25 0,5 0,75 1 0 0,25 0,5 0,75 1
y-Position y-Position

x Halbseitig verfeinertes n = 10 Gitter mit kubischer Interpolation
+ Halbseitig verfeinertes n = 10 Gitter mit linearer Interpolation
* Halbseitig randlos verfeinertes n = 10 Gitter mit kubischer Interpolation
* Uniform fein mit n = 20 aufgelstes Gitter
— Analytische Losung

Abbildung 23: Vergleich des vertikalen Geschwindigkeitsprofil bei x = 3
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Zum Abschluss dieses Beispiels vergleichen wir in Abbildung das Geschwindig-
keitsprofil entlang einer die gesamte Rohrbreite durchgeschreitenden vertikalen Linie bei
x = 3 im halbseitig verfeinerten Fall. Wir sehen hier zunéchst die subjektiv beurteilt
gute Qualitdt des Stromungsbildes erneut bestétig, erkennen aber auch den gréfieren
Fehler im Vergleich mit der uniform fein aufgelosten Simulation. Interessant ist hier,
dass die den Druckabfall ausgleichende kubische Interpolation zugleich den Geschwin-
digkeitsfehler gegeniiber der linearen Interpolation leicht zu erhohen scheint.

Legen wir jedoch erneut ein randlos halbseitig verfeinertes Gitter wie beim Vergleich
der L2-Normen in Abbildung [2I] an, verschwindet dieses Problem und wir erhalten bei
dieser Messung sogar einen leicht geringeren Fehler als im uniform fein aufgelosten Gitter.

Fassen wir die Ergebnisse der zuriickliegenden ersten Analyse des Gitterverfeinerungs-
verfahrens unter dem Eindruck der beschrankten Aussagekraft bezogen auf die Wahl der
Rohrstromung zusammen, bestétigt sich das Verfahren als grundsétzlich anwendbar. Es
treten also sowohl bei subjektiver Betrachtung als auch bei Vergleich der analytischen
Losung keine extremen Fehler im Stromungsbild auf. Der beobachtete negative Einfluss
von Randbedingungen im Ubergangsbereich der Gitter sollte hier aber nicht unerwidert
bleiben — bis die korrekte Behandlung solcher Randbedingungen nicht geklart ist, sollten
Gitteriibergdnge nur im offenen Fluid platziert werden, denn nur dessen Skalierung wird
in Kapitel |3| und der zugrundeliegendem Arbeit [17] behandelt.
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5.2 Umstromter Zylinder

Bei dem umstromten Zylinder handelt es sich um ein verbreitetes Strémungsbeispiel,
welches entsprechend in der Menge der OpenLB Beispielanwendungen enthalten ist.
Grundsétzlich dhnelt es dem Aufbau der Rohrstromung — simuliert wird die von zwei
Wiénden begrenzte Stromung zwischen Ein- und Ausfluss ergénzt um ein zylindrisches
Hindernis im Eingangsbereich.
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Abbildung 24: Schematische Darstellung des umstromten Zylinder vgl. Abb. 1]

Wihrend fiir diese Stromungssituation noch keine analytische Losung gefunden wur-
de, stehen in Recent Benchmark Computations of Laminar Flow Around a Cylinder 23]
detaillierte, hochwertige und mit verschiedenen Verfahren berechnete Vergleichsdaten
zur Verfiigung. Bevor wir diese jedoch zur Evaluation heranziehen, wollen wir uns vor-
erst der subjektiven Qualitdt der Ergebnisse versichern und uns nidhere Gedanken zur
Lokalisierung der Verfeinerunsbereiche machen.
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Geschwindigkeitsnorm
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Abbildung 25: Uniform mit N = 20 aufgelstes Stromungsbild zu t = 16s

Fiir die Umsetzung in OpenLB parametrisieren wir die Geometrie bezogen auf den
Zylinderdurchmesser D und dimensionalisieren diesen wiederum als D := 0,10m, was
zugleich der charakteristischen Lange entspreche. Auflésungsangaben beziehen sich im
Folgenden also auf den Durchmesser des Zylinders in groben Gitterweiten. Hinblickend
auf die Vorgaben zum instationéren Testfall Kapitel 2.2b| sei Re := 100 die Reynolds-
Zahl und fiir den Einfluss sei ein Poiseuille-Geschwindigkeitsprofil angelegt.
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Winde und Ausfliisse werden analog zur hindernisfreien Rohrstromung durch lokale
Geschwindigkeits- bzw. Druckrandbedingungen konstruiert, wihrend der Zylinder den
Fluss durch Bounce-Back hindere. Eine Relaxationszeit 7, := 0,51 des grébsten Gitters
vervollstandigt unser Modell.

._.
Geschwindigkeitsnorm

0

Abbildung 26: Einfach verfeinertes Stromungsbild zu ¢t = 16s

Als Grundlage fiir den subjektiven Vergleich des Stromungsbildes simulieren wir zu-
néchst in Abbildung [25] auf einem unverfeinert mit N = 20 aufgeldsten Gitter. Charak-
teristisch ist hier direkt die Bildung einer Karméanschen Wirbelstrafse zu beobachten.
Vergleichen wir diese Grundsituation mit der in Abbildung [26] zu sehenden, um den
Zylinder herum verfeinerten, Simulation, wirkt das Stromungsbild subjektiv gut aber
unterschiedlich: Wahrend positiv auffillt, dass der der Gitteriibergang im Geschwindig-
keitsbild trotz komplexerer Stromungsstruktur nicht zu erkennen ist, unterscheidet sich
die Position der Wirbel trotz gleichem Zeitpunkt ¢ = 16s erkennbar.

4 2
1,5
I 1
4 05
0 0
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

Abbildung 27: Uniform mit N = 40 aufgelostes Stromungsbild zu ¢t = 16s

N w

-

Geschwindigkeitsnorm

Erginzen wir unsere Auswahl von Geschwindigkeitsbildern jedoch um Abbildung [27]
welche aus einem unverfeinerten N = 40 Gitter hervorgeht, ist oberflichlich gegeniiber
dieser kein Unterschied zur einfach verfeinerten Variante erkennbar. Beachtenswert ist
dabei, dass das uniform mit N = 40 aufgeldste Gitter ~ 145000 Knoten enthélt, wahrend
das subjektiv identische lokal verfeinerte N = 20 Gitter mit ~ 66000 nicht einmal halb
so viele Knoten benétigt.

Noch weiter kann diese Beobachtung hier jedoch nicht bewertet werden, da nicht
klar ist, welche Wirbelkonfiguration in dieser konkreten Stromungssituation korrekt ist.
Aussagekriftiger fiir die formale Qualitdtsbewertung wird der Vergleich der von Schéfer
und Turek in [23] zusammengestellten Referenzwerte sein.
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5.2.1 Anwendung eines formalen Kriteriums zur Gitterverfeinerung

An dieser Stelle wollen wir die Gelegenheit nutzen, uns ndher mit der Wahl der Verfei-
nerungsbereiche auseinanderzusetzen. So scheint es auf der einen Seite intuitiv sinnvoll,
einen Verfeinerungsbereich in besonders komplexen Regionen eines Simulationsgebietes
zu platzieren — in diesem Fall also um den Zylinder, dessen Geometrie dann u. a. fei-
ner aufgelost wiirde. Auf der anderen Seite ist eine solch intuitive Entscheidung aber
leicht fehlbar und schwer qualitativ zu beurteilen oder zu optimieren. Entsprechende
Gedanken bewogen auch die Autoren unseres Verfeinerungsverfahrens, in Automatic
grid refinement criterion for lattice Boltzmann method 18| ein auf der Knudsen-Zahl
basierendes automatisches Kriterium zur Gitterverfeinerung herzuleiten.

Definition 5.2 (Knudsen-Zahl) Sei A die mittlere freie Weglénge, L die charakteristische
Lange des Systems. Die Knudsen-Zahl Kn ist definiert als:

Re v "~ Re

A (|12, Kap. 1.4.2] Ma p?c,\  [16) Gl (7.22)] Ma)
Kn := T = Y

Diese Knudsen-Zahl ist eine dimensionslose Kennzahl der Stromungslehre. Thr Wert be-
schreibt, ob ein Gas als stromungsmechanisches Kontinuum nach Navier-Stokes oder als
Bewegung einzelner Teilchen betrachtet werden kann |16, S. 14]:

Kn < 1 Strémungsmechanisches Kontinuum nach Navier-Stokes
Kn 2 1 Betrachtung einzelner Teilchen

Definition 5.3 (Auftreten der Knudsen-Zahl in LBM) Die Knudsen-Zahl wird im LBM-
Kontext nach [18, vgl. (21)] durch den Quotienten der Nicht-Equilibriums- und Equili-
briumsverteilung in Richtung i € {0,...,q¢ — 1} genéhert:

neq
£

Die Mittelung iiber alle Richtungen ergibt so die lokal in einem Knoten des Gitters
genaherte Knudsen-Zahl:

Kn ~

1 q—1 fpeq
Clz) = - -
(@) q ; £

Definition 5.4 (Lokaler Verfeinerungsfaktor) Nach [18, vgl. (29)] fithrt die folgende
Transformation der lokal gendherten Knudsen-Zahl zur Berechnung eines diskreten Ver-

feinerungsfaktors:
C(x)
= 1 — 7
R(z) := round ( 085 ( ®n )) €

Dieser Faktor beschreibt die Anzahl der empfohlenen Auflésungsverdoppelungen.
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Dieses, die theoretische mit der tatsdchlich simulierten Knudsen-Kennzahl des Fluids
vergleichende, Kriterium liefert auf diese Weise bis auf die Ebene einzelner Zellen auf-
l6sbare Informationen zur lokalen Simulationsqualitit. Beschranken wir dessen Wer-
tebereich zur besseren Unterscheidung auf eine diskrete Menge, erhalten wir folgende
Darstellung der unverfeinerten Simulation:

v
N

._.
Verfeinerungskriterium

IA
o

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

Abbildung 28: Verfeinerungskriterium in einem uniform mit N = 20 aufgelosten Gitter

Der lokale Vergleich der Knudsen-Zahlen eroffnet einen neuen, interessanten, Blick
auf die Fluidstruktur — klar zu erkennen sind zunéchst die wechselseitigen Wirbel sowie
die Stromungskomplexitit um den Zylinder im Eingangsbereich. Abseits dieses Hinder-
nisses finden sich grofere Bereiche mit guter Auflésung, also einem Verfeinerungsfaktor
von grofser oder gleich Null. Dariiber hinaus weisen grofse Teile des Gitters mit Verfei-
nerungsfaktoren bis eins eine noch akzeptable Auflosung auf. Den groften Mangel an
Simulationsqualitit attestiert das Verfeinerungskriterium direkt um den Zylinder und in
den wandnahen Wirbelbereichen.
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Abbildung 29: Verfeinerungskriterium in einem uniform mit N = 40 aufgelosten Gitter

Bei der Interpretation der Verfeinerungsfaktoren ist zu beachten, dass einzelne kleine
Bereiche mit groften Faktoren keine global mangelnde Auflosung beschreiben. Das auf
den Faktoren aufbauende automatische Gitterverfeinerungskriterium betrachtet dazu
jeweils die durchschnittliche Qualitét von a priori kartierten moglichen Verfeinerungsdo-
méanen — nur wenn die extremalen Bereiche ausreichend aufgeloste Gebiete dominieren,
ist demnach eine Verfeinerung empfohlen.
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Abbildung 30: Verfeinerungskriterium in einem einfach verfeinerten N = 20 Gitter

Insgesamt war unter dieser formaleren Analyse unsere intuitive Wahl des in Abbil-
dung [26] verfeinerten Bereichs akzeptabel. Dies bestétigt sich auch bei Berechnung des
Knudsen-Kriterium fiir das einfach verfeinerte Gitter in Abbildung [30] - die angemahn-
ten Bereiche im Umfeld des Zylinders sind hier deutlich reduziert. Gehen wir weiterhin
davon aus, dass das Kriterium belastbare Aussagen zur Simulationsqualitét liefert, so
ist die Reduzierung des des Verfeinerungsfaktors in den verfeinerten Gebieten um genau
eins ein Indiz fiir die Qualitdt des Verfeinerungsalgorithmus.
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Abbildung 31: Verbesserte Verfeinerungsstruktur um den Zylinder

Typischerweise sind LBM-Simulationen des umstrémten Zylinders fiir wirbelbildende
Reynolds-Zahlen bei kleineren Auflosungen empfindlich gegeniiber Divergenz im Aus-
flussbereich. Dies deutet sich auch bei noch ausreichender Auslésung in den Verfeine-
rungsfaktoren des Ausflussbereiches an. So divergiert ein uniform mit N = 5 aufgelos-
tes Gitter mit den verwendeten Parametern und Randbedingungen schon nach wenigen
Schritten. Es wére vorteilhaft, wenn sich dieses Problem unter Einsatz moglichst weniger
zusétzlicher Gitterknoten beheben liefse. Und tatséchlich geniigt schon die Verfeinerung
eines schmalen Stiicks des Ausgangsbereiches zur Stabilisierung der Simulation bei dieser
niedrigen Auflésung. In Abbildung [32] sehen wir den Geschwindigkeitsplot eines solchen
Gitters.

Dieses Beispiel gewinnt insbesondere an Eindruck, wenn wir die Gesamtanzahl der
Gitterzellen mit den fiir ein stabiles uniformes Gitter benétigten Zellen vergleichen:
Wihrend das im Ausgang verfeinerte Gitter nur 3608 aktive Zellen beinhaltet, benotigt
ein uniformes Gitter eine Mindestauflosung von N = 12, was 13500 Zellen entspricht.
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Interessieren wir uns an dieser Stelle also nur fiir ein subjektiv korrektes und nicht-
divergentes Stromungsbild, so ermoglicht uns Gitterverfeinerung ein Auskommen mit
nur etwa einem Viertel der fiir ein unverfeinertes Gitter benétigten Zellen.

._.
Geschwindigkeitsnorm

0

Abbildung 32: Stabile Zylinderumstromung mit N = 5 durch Ausgangsverfeinerung

Alternativ ist es moglich iiber das Festhalten der Anzahl der Freiheitsgrade, d. h. der
Knotenanzahl, beschrankte Rechenressourcen besser auf die zu simulierende Stréomungs-
situation aufzuteilen. Beispielsweise fillt auf, dass der zentrale Zylinder in Abbildung [32]
nur sehr grob modelliert wird. Entsprechend wollen wir versuchen, bei Einschriankung
auf die Anzahl der Gitterknoten eines uniformen Gitters mit N = 12, ein besseres Gitter
ZU erzeugen.

Uniform aufgelostes Gitter mit 13 500 Knoten

-
Geschwindigkeitsnorm

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

Geeignet dreifach verfeinertes Gitter mit 13454 Knoten

._.
Geschwindigkeitsnorm

Abbildung 33: Vergleich von uniform und problembezogen verteilten Freiheitsgraden

Wir sehen das Geschwindigkeitsbild dieser Bemiihungen in Abbildung[33] Die dort dar-
gestellten Gitter beinhalten beide jeweils maximal 13500 Zellen. Der kleine Unterschied
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in der Knotenanzahl ist dabei der Einschrinkung auf quaderférmige Gitter geschuldet,
welche eine exakte Fixierung der Knotenanzahl erschwert.

Klar zu erkennen ist die in der verfeinerten Variante deutlich bessere Diskretisierung
des Zylinders durch Konzentration der verfiighbaren Gitterknoten in dessen Umfeld. Auch
liegt dem Ausfluss des verfeinerten Gitters die Divergenz ferner als dem Ausfluss des
uniformen Gitters, an welchem sich schon Artefakte abzeichnen. Eine formalere Analyse
der Qualitét dieses optimierten Gitters erwartet uns in Kapitel [5.2.3]

5.2.2 Parallelisierung

Bevor wir dazu kommen, wollen wir, aufbauend auf den beziiglich der Knotenanzahl
vergleichbaren Gittern in Abbildung [33] einen sehr kurzen Blick auf die Effizienz der
parallelen Ausfiihrung von verfeinerten Gittern riskieren. OpenLLB implementiert hierzu
mit OpenMPI |[11] und OpenMP [6] zwei gingige Konzepte zur Kommunikation zwischen
parallel arbeitenden Prozessen.

Nicht parallel OpenMPI OpenMP
Prozessanzahl 1 2 4 2 4
Uniform 36,46s 19,38s 10,77s  23,24s 14,32s
Verfeinert 29,90s 54,79s 73,97s 24,258 18,38s

Tabelle 1: Vergleich der parallelen Ausfiithrung auf einem Shared Memory System

Uberraschenderweise steht es ohne die Beantwortung der Frage nach Minimierung des
Kommunikationsaufwands in der Gitterkopplung noch schlechter um den Einfluss von
Gitterverfeinerung auf die Ausfiihrungszeit als erwartet. Da die einzelnen Gitter in der
OpenMPI-Variante ohne Riicksicht auf deren Lokalitdt den vorhandenen Prozessoren
zugeordnet werden, miissen die zur Kopplung notwendigen Informationen schlimms-
tenfalls in jedem Zeitschritt zwischen allen Prozessen kommuniziert werden. Solange
das durch Verfeinerungsbeziehungen entstehende Bediirfnis nach Kommunikationsnéhe
von ansonsten unabhéngigen Gitter von der Lastverteilung nicht beachtet wird, ist die
OpenMPI-basierende Parallelverarbeitung nicht sinnvoll einsetzbar.

Bessere Ergebnisse kdnnen dagegen mit OpenMP und der Einschrankung auf Shared
Memory Systeme erzielt werden. Der zuséatzliche unoptimierte Kommunikationsaufwand
der Gitterverfeinerung dominiert hier nicht mehr die eigentliche Simulationszeit und
fithrt zu sinnvoller Anwendbarkeit auf Systemen mit gemeinsam genutztem Speicher.

Die Grundproblematik der effizienten Parallelisierung von verfeinerten Gittern tritt
auch in den Ausfiihrungen von Lagrava et al. [17, Kap. 4.1, letzter Abschnitt| insofern
in Erscheinung, dass deren Vergleich der benotigten Rechenzeit sich auf einen Prozessor
und somit Shared Memory Systemen beschrankt.
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5.2.3 Vergleich von Widerstands- und Auftriebskoeffizienten

Bis hier haben wir die den Einfluss von Gitterverfeinerung auf die Zylinderumstrémung
entweder subjektiv, durch Vergleich der Stromungsbilder, oder grob, durch einfachen
Vergleich der fiir eine divergenzfreie Simulation benotigten Knotenanzahl, bewertet. Wie
eingangs erwahnt, existiert fiir die vorliegende Stromungssituation keine analytische Lo-
sung, weshalb wir uns fiir eine formal belastbarere Bewertung auf vertrauenswiirdige
aber ebenfalls simulierte Referenzwerte stiitzen wollen.

Recent Benchmark Computations of Laminar Flow Around a Cylinder 23| liefert eine,
dieser formalen Bewertung dienliche, Ubersicht der, von 17 verschiedenen Forschungs-
gruppen beigetragenen und auf unterschiedliche Weisen gewonnenen, Losungen einer klar
definierten Zylinderumstromung. Diese Losungen sind dabei anhand einer Auswahl von
charakteristischen Messwerten wie dem Stromungswiderstands- und Auftriebskoeffizient
sowie dem Druckunterschied zwischen Vorder- und Riickseite des Zylinders gegeben.

Definition 5.5 (Stromungswiderstands- und Auftriebskraft) Beschreite der Weg S den
Rand des Zylinders und sei n € R? dessen Normale, v; die Geschwindigkeit entlang der
Tangente ¢t := (ny, —ng), p. die charakteristische Dichte der Fliissigkeit, P der Druck
sowie v die kinematische Viskositdt. Dann sind Widerstands- und Auftriebskraft des
Zylinders gegeben als |23, Kap. 2.2]:

F, = / (pcy%nl — Pn0> dS Widerstandskraft
S 871
8vt .
F,=— pV—ng + Pny | dS Auftriebskraft
S an

Definition 5.6 (Stromungswiderstands- und Auftriebskoeffizient) Sei D der Zylinder-
durchmesser, U die durchschnittliche Fluidgeschwindigkeit und p. die charakteristische
Dichte. Dann sind die Widerstands- und Auftriebskoeffizienten gegeben als [23] Kap. 2.2]:

2F,

Co = ——5 Widerstandskoeffizient
pU D
2F,

Ca = ——5 Auftriebskoeffizient
pU D

Vergleichen wollen wir diese Koeffizienten nun im Rahmen des unstetigen Testfalls
[23, 2.2b] mit Reynolds-Zahl Re = 100, maximaler Einflussgeschwindigkeit U = 1.5m/s
und charakteristischer Dichte p. = 1.0kg/m3. Dieses Ziel hatten wir dabei schon zu
Beginn dieses Kapitels im Blick, so dass die OpenLB-basierende Modellierung der Zy-
linderumstréomung inklusive des optimierten Gitters in Abbildung [33| direkt verwendet
werden kann. Fiir die Berechnung der Koeffizienten stellt OpenLLB dabei in Form des
SuperLatticePhysDrag2D Funktors bereits ein passendes Messinstrument bereit.
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Die folgenden Abbildungen zeichnen demnach den zeitlichen Verlauf der durch das
uniform mit N = 12 aufgeldste Gitter berechneten Charakteristiken zusammen mit den
Resultaten des problembewusst verfeinerten N = 5 Gitters mit ndherungsweise gleicher
Anzahl Freiheitsgraden. Der anzustrebende formale Referenzwert ist dabei jeweils das
Mittel der oberen und unteren Grenzwerte [23, Tabelle 4].

Widerstandskoeffizient

Auftriebskoeffizient
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Abbildung 34: Zeitlicher Verlauf des Stromungswiderstands- und Auftriebskoeffizienten
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Abbildung 35: Zeitlicher Verlauf der Druckdifferenz

Klar zu erkennen ist, dass die Simulation auf dem verfeinerten Gitter iiber alle drei
Kriterien sowohl die Referenzwerte besser trifft als auch unabhéngig davon eine bessere
Qualitat bezogen auf Fluktuation und Konsistenz in der periodischen Strémungsphase
aufweist. Da diese Ergebnisse bei ndherungsweise beibehaltener Anzahl von Gitterknoten
erzielt wurden — tatséchlich verwendet das verfeinerte Gitter sogar 46 Knoten weniger
als das uniform aufgeldste — ist somit auch bei formaler Betrachtung der positive Nutzen
von Gitterverfeinerung zur Simulation der Zylinderumstrémung klar demonstriert. Wir
erhalten bei leicht geringerer Anzahl von Knoten und damit nédherungsweise gleichem
Speicherbedarf ein deutlich besseres Simulationsergebnis.

Uniform Verfeinert  Referenzintervall |23]

& 32843 32193 3,22, 3,24]
& — 323 00543 0,0107 0, 0,01

Ca 1,0705 1,1036 (0,99, 1,01]
G —1,0] 0,0705  0,1036 0, 0,01
AP 25793 2,4429 2,46, 2,5]
|AP — 248| 0,0993 0,0372 [0, 0,02]

N = 40 5 (max: 40)

Knotenanzahl 145314 13454

Tabelle 2: Vergleichswerte zweier maximal N = 40 aufgeloster Gitter
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Das diesen Resultaten zugrunde liegende Gitter orientiert sich in der Anzahl seiner
Zellen an einem uniform aufgelosten Gitter, welches knapp an der Grenze zur Divergenz
im Ausflussgebiet arbeitet. Die im Vergleich dazu sehr guten Ergebnisse des optimierten
Gitters sind also nicht zu iiberraschend. Als weiteren Vergleich betrachten wir deshalb
in Tabelle [2] die entscheidenden maximalen Widerstands- und Auftriebskoeffizienten &,
bzw. ¢, einer uniform mit N = 40, d. h. der maximalen lokalen Auflésung unseres
problembewusst verfeinerten Gitters entsprechend, aufgelosten Simulation.

Auch im Vergleich mit diesem 145314 Knoten umfassenden Gitter bewédhren sich
die, mit nur etwa einem Zehntel der Knoten gewonnenen, Ergebnisse der verfeinerten
Simulation. Tatséchlich ist der Fehler des verfeinerten Gitters fiir Widerstandskoeffizient
und Druckdifferenz sogar kleiner als der des uniformen Gitters mit ungleich mehr Knoten.

Wir haben an dieser Stelle also auch im formalen Vergleich bestétigt, dass sich Gitter-
verfeinerung zur besseren Verteilung beschriankter Rechenressourcen einsetzen lésst. Die
bestimmten Vergleichswerte bestehen bei geeigneter Variation der lokalen Gitterweiten
auch in Konkurrenz mit uniformen Gittern, die auf dem ganzen Simulationsgebiet der
feinsten Gitterweite des heterogenen Gitters entsprechend aufgelost sind. Es stellt sich
daher die Frage, ob dieser klare Vorteil auch auf hoher aufgeloste Gitter tibertragen wer-
den kann und sich die Ergebnisse in vergleichbarem Mafe verbessern. Dazu sehen wir
in Abbildungen [36] und [37] sowie zugehdoriger Tabelle [3] die aerodynamischen Kennzahlen
der uniformen N = 48 und N = 80 Gitter sowie eines problembezogen variierten N = 20
Gitters entsprechend der Struktur in Abbildung [33] ohne Ausflussverfeinerung.

T T T T T T T T T
3,25 IFETEE 1 UT
3.2 “‘ H f H‘ ‘\“\‘J/‘“‘w\‘”““ \Q ‘w‘ \‘J ‘\“‘ \\“‘w; \”J ““\“‘u"\H\“JH\‘W‘J“MH\‘ \“‘\“J“w
]| 3,15+
& ,
) \ [
2 3,11 Pt |
'_c‘; N/,:J:““
2 305| J |
7 /
%5 3
E / —— Gemittelte Referenzlosung cwmax := 3,23
2.95 (| -~ Uniformes N = 80 Gitter mit ~ 577000 Knoten | |
—— Uniformes N = 48 Gitter mit ~ 208000 Knoten
291 —— Verfeinertes N = 20 Gitter mit ~ 208000 Knoten | |
6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Simulierte physikalische Zeit [s]

Abbildung 36: Stromungswiderstandskoeffizient in feineren Simulationen
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Abbildung 37: Auftriebskoeffizient und Druckdifferenz in feineren Simulationen

Das geeignet verfeinerte Gitter liefert demnach in zwei von drei Messwerten einen klei-
neren Fehler als ein dquivalent aufgelostes N = 48 Gitter und besteht im Vergleich mit

dem uniformen N = 80 Gitter erneut gegeniiber einer

den Simulation. Selbst gegeniiber eines mehr als zehnmal so viele Knoten aufwendenden

uniformen N = 160 Gitter erhalten wir mit der verfeinerten Variante noch einen leicht

kleineren Fehler in der Druckdifferenz.
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Uniform  Uniform Uniform Verfeinert Referenzintervall [23]
& 32353 32444 32490 32004 3,22, 3,24]
&, — 3,23 00053 00144  0,0190  0,0296 0, 0,01]
& 10019 1,0138  1,0212 _ 0,9956 0,99, 1,01]
|ca — 1,0] 0,0019 0,0138 0,0212 0,0044 [0, 0,01]
AP 92,4997  2,5067  2,4435  2,4646 2,46, 2,5]
|AP — 2 48] 0,0197 0,0267 0,0365 0,0154 [0, 0,02]
N = 160 80 48 20 (max: 160)

Knotenanzahl 2298014 576758 207862 208031

Tabelle 3: Kennzahlen hoher aufgeloster Zylinderumstrémungen mit Bounce-Back

Da alle vier getesteten Gitter gute Ubereinstimmung zu den Referenzdaten von Schifer
und Turek aufweisen, fallt der Vorteil der Gitterverfeinerung im Allgemeinen jedoch
geringer aus, als noch im Vergleich der niedrig aufgelosten Gitter aus Abbildung [33| und
Tabelle[2] Dartiber hinaus liegt die Knotenanzahl des betrachteten N = 160 Gitters weit
oberhalb der maximalen referenzstiftenden Knotenzahlen |23 Tabelle 4], so dass wir hier
an die Grenzen der Aussagekraft von Fehlern beziiglich dieser Werte stofsen.

Abschliefsend wollen wir nun noch einen besonderen verzerrenden Einfluss der, auf die
Treppendiskretisierung des Zylinders angewandten, Bounce-Back Randbedingung durch
Priifung der Ergebnisse mit einer interpolierenden Randbedingung |16, Kap. 11.2.2.1]
nach Bouzidi ausschlieffen. Anlass dazu liefert insbesondere die Verschlechterung des
Widerstandsfehlers in unserem verfeinerten N = 20 Gitter gegeniiber dem verfeinerten
N = 5 Gitter sowie die starke Verbesserung des uniformen N = 48 Gitters verglichen
mit dem N = 40 Gitter in Tabelle 2l

Uniform  Uniform Uniform Verfeinert Referenzintervall [23]
& 32278 32216 32109 32074 3,22, 3,24]
&, — 3,23 00023  0,0085 00113  0,0226 0, 0,01]
& 0,9968  1,0004  0,9985  1,0093 0,99, 1,01]
@ —1,0] 0,0032  0,0004 0,015  0,0093 0, 0,01]
AP 92,5054 25072 24783 2,4304 2,46, 2,5]
|AP — 2 48| 0,0272 0,0254 0,0017 0,0004 [0, 0,02]
N = 160 80 48 20 (max: 160)

Knotenanzahl 2298014 576758 207862 208031

Tabelle 4: Kennzahlen hoher aufgeloster Zylinderumstréomungen mit Bouzidi

Tatsdchlich beobachten wir in Tabelle [4] méafige Verbesserungen fast aller aus unifor-
men Gittern gewonnenen Kennzahlen. Ausnahmen bilden der verfeinerte Auftriebskoef-
fizient sowie der Druckfehler des uniformen N = 160 Gitters. Da dieser Druckfehler im
Rahmen der betrachteten uniformen Gitter bei N = 40 sein Minimum annimmt und mit
steigender Auflosung anwéchst, deutet sich hier auch erneut die begrenzte Aussagekraft
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der Referenzwerte an. Ergdnzend dazu ist nur noch der Fehler in der Druckdifferenz des
verfeinerten Gitters kleiner als der entsprechende Fehler der unverfeinerten Gitter — der
Einfluss der Randbedingungen dominiert so im Vergleich von héher aufgeldsten Gittern
einen etwaigen positiven Effekt von Gitterverfeinerung.

Fassen wir die in Tabelle |3| und 4] verglichenen Ergebnisse zusammen, empfiehlt sich
unter Betrachtung der durch Verfeinerung geschaffenen zusétzlichen Komplexitat und
Performanceproblematik (vgl. Kapitel[5.2.2) auch hier wieder, Vorsicht beim Einsatz von
verfeinerten Gittern walten zu lassen. So ldsst sich kein allgemeiner Genauigkeitsvorteil
von verfeinerten Gittern gegeniiber dquivalent aufgelosten uniformen Gittern feststellen.
Ein Solcher existiert in der betrachteten Zylinderumstromung nur eindeutig, wenn ein
uniformes Gitter sich nahe an der Divergenz bewegt.

Kann ein Problem mit den verfiigharen Rechenressourcen durch ein uniformes Gitter
behandelt werden, sollte beim Versuch der Ergebnisverbesserung die neue Mdoglichkeit
der lokalen Gitterverfeinerung nicht zur Vernachlissigung von ebenso wichtigen Faktoren
wie der verwendeten Randbedingungen fiihren.

Riickblickend hat die Evaluation unseres Gitterverfeinerungsverfahrens anhand der
Zylinderumstromung dessen Vorteil spendende Verwendbarkeit unter Einschriankungen
demonstriert. Wahrend bei der Betrachtung der einfachen Poiseuillestromung Sorgen be-
ziiglich der Ergebnisgenauigkeit verfeinerter Gitter geweckt wurden, konnten diese in der
Betrachtung einer komplexeren und so einen Verfeinerungsbedarf besser begriindenden
Stromungssituation weitestgehend beigelegt werden. Wihrend die aufgeworfene Frage
nach der korrekten Behandlung von Randbedingungen im Ubergangsbereich noch offen
ist, konnten wir unter Vermeidung dieser unklaren Situation ein sinnvolles, durch ein
formales Kriterium informiertes, lokal verfeinertes Gitter beschreiben.
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Zusammenfassend hinterldsst die Anwendung Gitterverfeinerung in Lattice Boltzmann
Methoden einen vielversprechenden Eindruck mit klaren Fragestellungen fiir mogliche
Wege des Aufbaus auf dieser Arbeit. So hat sich die theoretische Formulierung des Ver-
fahrens von Lagrava et al. als praktisch gut umsetzbar erwiesen und die zugehorigen
Ergebnisse in Advances in Multi-domain Lattice Boltzmann Grid Refinement [17] konn-
ten reproduziert werden.

Die existierenden Strukturen der LBM-Bibliothek OpenLB liefsen sich gut mit einer
lokalen Verfeinerung des Gitters vereinbaren und der gewéhlte Implementierungsansatz,
der Betrachtung von verfeinernden Gittern als weitestgehend eigensténdige Simulationen
mit besonderen Randkonditionen in den Ubergangsbereichen, bewihrte sich sowohl in
der initialen Umsetzung des Verfahrens als auch in der Verwendung der resultierenden
Schnittstelle zur Entwicklung der Evaluationsbeispiele.

Die im Rahmen dieser Beispiele betrachtete Zylinderumstréomung bestétigte das Ver-
fahren im Vergleich von verfeinerten und uniformen Simulationen als gewinnbringend
einsetzbar — aerodynamische Kennzahlen mit guter Ubereinstimmung zu hochwertigen
Vergleichsdaten [23| konnten durch gezielte Verfeinerung mit einer deutlich reduzierten
Anzahl von Gitterknoten simuliert werden. Dies ist insbesondere auch im Hinblick dar-
auf beachtlich, dass ein mit dquivalenter Anzahl von Gitterknoten uniform aufgelostes
Gitter signifikant schlechtere und zur Divergenz neigende Ergebnisse lieferte. In diesem
Kontext offenbarte sich der Einsatz von Gitterverfeinerung zur gezielten Vermeidung
von Divergenz im Ausflussbereich als zusétzliches Anwendungsgebiet.

Problematischer erwies sich das Verfahren in der Anwendung auf eine einfache und
analytisch losbare Poiseuillestromung. Im Verlauf der Untersuchung dieser grundlegen-
den Stromungssituation kristallisierte sich das in [17] unbeachtete Zusammenspiel von
Randkonditionen und Ubergangsbereichen durch Vergréferung des Fehlers um bis zu
eine Grofenordnung als kritischer und weiterer theoretischer Untersuchung bediirfender
Aspekt heraus. Auch bei Vermeidung von Randbedingungen in Auflésungsiibergingen
konnte ein negativer Einfluss von Gitterverfeinerung auf die Reproduktion der analyti-
schen Losung festgestellt werden. Es wurde somit klar, dass Gitterverfeinerung in dem
hier untersuchten Rahmen keinesfalls unvorsichtig und in der Abwesenheit konkreter
Notwendigkeiten angewendet werden sollte. Die zusédtzliche Komplexitat und Fehler-
quelle einer lokalen Verfeinerung sollte in sinnvollen Anwendungen eben dieser durch
Vorteile wie bessere Geometriediskretisierung oder Zwéange wie beschrankte Rechenres-
sourcen aufgewogen oder geringstenfalls begriindet werden.

Im Kontext der sinnvollen Anwendung von Gitterverfeinerung sowie der konkreten
Strukturierung des heterogenen Gitters erwies sich das in Automatic grid refinement
criterion for lattice Boltzmann method |18] entwickelte Gitterverfeinerungskriterium als
sehr gutes Maf zur Bewertung der lokalen Simulationsqualitdt. Nicht nur konnten in
ihrer Anzahl beschrankte Knotenfreiheitsgrade mittels dieses Kriteriums formal fundiert
problembezogen umverteilt werden, sondern auch problematische und zur Divergenz
neigende Bereiche der Simulation liefsen sich friihzeitig erkennen und vermeiden.
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Abschliefsend ergeben sich somit die folgenden theoretischen Fragestellungen zur weiteren
Verfolgung in absteigender Dringlichkeit:

1.

2.

4.

Wie miissen Randkonditionen in Ubergangsbereichen behandelt werden?

Wie kann die Rechenlast zur parallelen Simulation der verfeinernden Gitter besser
verteilt werden?

. Wie verhilt sich das betrachtete Verfahren bei Ubertragung auf dreidimensionale

Lattice Boltzmann Methoden?

Was gilt es bei Variation der Verfeinerung im Verlauf der Simulation zu beachten?

Beziiglich der Weiterentwicklung des nun in OpenL.B existierenden Gitterverfeinerungs-
framework bieten sich dariiber hinaus Ansatzpunkte in Form der Fragen:

1.

2.

Wie kann der Kommunikationsaufwand zur Gitterkopplung reduziert werden?

Welche Moglichkeiten gibt es zur weiteren Abstraktion des Simulationsaufbaus?

. Wie lassen sich die existierenden Konzepte aus der Optimierung und Mehrphasen-

kopplung sinnvoll mit den neuen Moglichkeiten zur Gitterverfeinerung verbinden?

Kann die Verfeinerungsschnittstelle unabhéngig des konkreten Verfahrens direkt
auf drei Dimensionen iibertragen werden?

Diese Auswahl von Moglichkeiten fiir ankniipfende Arbeiten beschliefse an dieser Stelle
unsere Betrachtung von gitterverfeinerten Lattice Boltzmann Methoden in OpenLB.
Die angestrebten Ziele der theoretischen Ausarbeitung, flexiblen praktischen Umsetzung
und experimentellen Evaluation wurden erreicht und Gitterverfeinerung verspricht den
Funktionskatalog der freien Lattice-Boltzmann-Bibliothek OpenLB um ein niitzliches
und ausbaufihiges Werkzeug erweitert zu haben.
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